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18 校 2021 高中数学联赛模拟

安徽师大附中, 巴蜀中学, 哈师大附中, 海亮中学, 邯郸一中, 衡水一中, 湖南师大附中, 临沂一中, 绵阳外

国语学校, 南京师大附中, 南开中学, 山东省实验中学, 唐山一中, 天津市实验中学, 天一中学, 天元公学 ·

杭二中未来科技城学校, 襄阳四中, 郑州外国语学校 (音序排名不分先后联合制作)

一试

一、填空题（本题共 8 小题，每题 8 分，共 64 分）

1 f(n)表示整数 n的个位数, an = f(n2)−f(n)+1,则数列 {an}的前 2020项的和 S2020 = .

2 将棱长为 1 的正方体顶点红蓝二染色, 使得同一条棱上两个顶点的颜色不同, 那么红色四面体与蓝

色四面体的公共部分体积为 .

3 数列 a0, a1, · · · , 满足: a0 =
√
3, an+1 = [an] +

1

{an}
, 其中 [an] 与 {an} 分别表示 an 的整数部分和

小数部分, 则 a2020 = .

4 直线 m 斜率存在且与椭圆
x2

9
+

y2

5
= 1 交于 A, B 两点, 与双曲线 y2

20
− x2

16
= 1 交于 C, D 两点,

若 A, B 为 C, D 的三等分点, 则 m 的方程为 y = .

5 记 (3 + 2
√
2)2020 的小数部分是 A, 则 (3 + 2

√
2)2020(1−A) = .

6 设 u, v, w 为复数, 其中 w = a+ bi(a, b ≥ 3, a2 + b2 = 25), u− w = 3v, 若 |v| = 1, 则当 u 的辐角

主值最大时, u

w
= .

7 函数 y = tan(2019x)− tan(2020x) + tan(2021x) 在 [0, π] 中零点的个数为 .

8 x, y, z 是不同的正整数, 若 {x+ y, y + z, z + x} = {n2, (n+ 1)2, (n+ 2)2}, 则 x2 + y2 + z2 的最小

值为 (用数字作答).
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二、解答题（第 9 题 16 分, 第 10,11 题各 20 分, 共 56 分）

9 已知 P , Q(非原点) 是抛物线 y = x2 上不同的两点, 点 P 处的切线与 y 轴交于 R, 若 −−→
PQ ⊥

−→
PR,

求 △PQR 面积的最小值.

10 方程 x2n + (ax+ b)2n = 0(a, b ∈ R, ab ̸= 0) 有 2n 个复根, ri, ri(i = 1, 2, · · · , n), 证明:

n∑
i=1

1

riri
=

n(a2 + 1)

b2
.

11 设 S 是所有大于-1 的实数集合, 确定所有的函数 f : S → S, 使得满足下面两个条件:

(1) 对于 S 内所有的 x 和 y, 有

f(x+ f(y) + xf(y)) = y + f(x) + yf(x);

(2) 在区间 (−1, 0) 和 (0,+∞) 的每一个内, f(x)

x
是严格递增的.
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一试参考答案

一、填空题

1 f(n)表示整数 n的个位数, an = f(n2)−f(n)+1,则数列 {an}的前 2020项的和 S2020 = .

[参考答案] 2020

[解析] �bn = an−1, bn的前 n项和为 Tn,而 T10 = 0,故 S2020 = T2020+2020 = T10+2020 = 2020.

2 将棱长为 1 的正方体顶点红蓝二染色, 使得同一条棱上两个顶点的颜色不同, 那么红色四面体与蓝

色四面体的公共部分体积为 .

[参考答案] 1

6

[解析] 各个面心连线组成的八面体体积即为所求;

3 数列 a0, a1, · · · , 满足: a0 =
√
3, an+1 = [an] +

1

{an}
, 其中 [an] 与 {an} 分别表示 an 的整数部分和

小数部分, 则 a2020 = .

[参考答案] 3030 +
√
3

[解析] a0 = 1 + (
√
3− 1), a1 = 1 +

1√
3− 1

= 1 +

√
3 + 1

2
= 2 +

√
3− 1

2
,

a2 = 2+
2√
3− 1

= 2+
√
3 + 1 = 4+ (

√
3− 1), 以此类推 a3 = 5+

√
3− 1

2
, a4 = 7+ (

√
3− 1), · · ·

归纳得 a2k = 3k +
√
3, a2k+1 = 3k + 2 +

√
3− 1

2
故 a2020 = 3030 +

√
3.x

4 直线 m 斜率存在且与椭圆
x2

9
+

y2

5
= 1 交于 A, B 两点, 与双曲线 y2

20
− x2

16
= 1 交于 C, D 两点,

若 A, B 为 C, D 的三等分点, 则 m 的方程为 y = .

[参考答案] ±
√
97

6
x

[分析] 设 m 方程为 y = kx+ b, 带入椭圆方程得 (5 + 9k2)x2 + 18kbx+ 9b2 − 45 = 0 (∗)

故 |AB| =
√
1 + k2|x1 − x2|, x1 + x2 = − 18kb

5 + 9k2
.

带入双曲线得 (4k2 − 5)x2 + 8kbx+ 4b2 − 80 = 0 (∗∗)

故 |CD| =
√
1 + k2|x3 − x4|, x3 + x4 = − 8kb

4k2 − 5
.

3
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结合 A, B 为 CD 的三等分点, 故 x1 + x2

2
=

x3 + x4

2
, 故 8kb

4k2 − 5
=

18kb

5 + 9k2

得 kb = 0, 若 b = 0, 带入方程化简得 |AB| =
√
1 + k2 · 2 ·

…
45

5 + 9k2

|CD| =
√
1 + k2 · 2 ·

…
80

4k2 − 5
, 再利用 |CD| = 3 · |AB|, 得 k = ±

√
97

6
.

若 k = 0, 容易根据 b2 的范围得出矛盾, 说明这样的 m 不存在,

故综上, m 的方程为 y = ±
√
97

6
x

5 记 (3 + 2
√
2)2020 的小数部分是 A, 则 (3 + 2

√
2)2020(1−A) = .

[参考答案] 1

[分析] 设 (3 + 2
√
2)2020 = A+B, B 为整数,

结合 (3 + 2
√
2)2020(3− 2

√
2)2020 = 1, 得 (3− 2

√
2)2020 =

1

A+B

再结合 (3 + 2
√
2)2020 + (3− 2

√
2)2020 二项展开为整数, 得 A+B +

1

A+B
为整数,

0 ≤ A < 1, 0 <
1

A+B
< 1, 故 A+

1

A+B
= 1,

故 (A+B)(1−A) = (A+B)
1

A+B
= 1.

6 设 u, v, w 为复数, 其中 w = a+ bi(a, b ≥ 3, a2 + b2 = 25), u− w = 3v, 若 |v| = 1, 则当 u 的辐角

主值最大时, u

w
= .

[参考答案] 16

25
+

12

25
i

[解析] 由条件得 u = w + 3v, 故 U 在以 W 为圆心, 3 为半径的圆上, 结合 W 的运动区间, 在

w = 3 + 4i, u = 4i 时, 满足 u 的辐角主值最大, 故 u

w
=

uw

ww
=

4i · (3− 4i)

25
=

16

25
+

12

25
i.

7 函数 y = tan(2019x)− tan(2020x) + tan(2021x) 在 [0, π] 中零点的个数为 .

[参考答案] 2021

[解析] y = tan(2019x)− tan(2020x) + tan(2021x)

=
sin 2019x

cos 2019x +
sin 2021x

cos 2021x − sin 2020x

cos 2020x =
sin 4040x

cos 2019x cos 2021x − sin 2020x

cos 2020x
=

sin 2020x(2 cos2 2020x− cos 2019x cos 2021x)
cos 2019x cos 2020x cos 2021x

注意到 2 cos2 2020x− cos 2019x cos 2021x = cos 4040x+ 1− cos 2019x cos 2021x

= − sin 2019x sin 2021x+ 1 > 0

故 sin 2020x 在 [0, π] 上的零点数即为原函数在 [0, π] 上的零点数.
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8 x, y, z 是不同的正整数, 若 {x+ y, y + z, z + x} = {n2, (n+ 1)2, (n+ 2)2}, 则 x2 + y2 + z2 的最小

值为 (用数字作答).

[参考答案] 1297

[解析] 不妨设 x > y > z, 由于
∑

(x+ y) = 2(x+ y + z) 为偶数, 故 n 为奇数;

若 n = 3, 则 {n2, (n+1)2, (n+2)2} = {32, 42, 52}, 故 x+ y+ z = 25, 而 x+ y = 52 = 25, 得 z = 0,

矛盾;

若 n = 5, 则 {n2, (n + 1)2, (n + 2)2} = {52, 62, 72}, 故 x + y = 49, x + z = 36, y + z = 25, 故

x = 30, y = 19, z = 6,

此时 x2 + y2 + z2 = 1297.

二、解答题（第 9 题 16 分, 第 10,11 题各 20 分, 共 56 分）

9 已知 P , Q(非原点) 是抛物线 y = x2 上不同的两点, 点 P 处的切线与 y 轴交于 R, 若 −−→
PQ ⊥

−→
PR,

求 △PQR 面积的最小值.

[解析] 设 P (x1, x
2
1), Q(x2, x

2
2) 则 P 处的切线为 2x1x = x2

1 + y, 令 x = 0, 得 R(0,−x2
1),

则
−−→
PQ ⊥

−→
PR 得 (x1 − x2, x

2
1 − x2

2)(x1, 2x
2
1) = 0,

x1(x1 − x2) + 2x2
1(x

2
1 − x2

2) = 0, 结合 x1 ̸= x2

得 x2 = −x1 −
1

2x1

. 故 |
−−→
PQ| = |x1 − x2|

 
1 +

1

4x2
1

=
1 + 4x2

1

2|x1|

 
1 +

1

4x2
1

|
−→
PR| =

√
x2
1 + 4x4

1 = |x1|
√
1 + 4x2

1

所以 S =
1

2
· (1 + 4x2

1)
2

4x1

= 2x3
1 + x1 +

1

8x1

,

令 f(x) = 2x3 + x+
1

8x
(x > 0), 则 f ′(x) = 6x2 + 1− 1

8x2

令 f ′(x) = 0, 得 48x4 + 8x2 − 1 = 0, 得 x2 =
1

12
.

故在 x =

√
3

6
时, Smin =

4
√
3

9
.

10 方程 x2n + (ax+ b)2n = 0(a, b ∈ R, ab ̸= 0) 有 2n 个复根, ri, ri(i = 1, 2, · · · , n), 证明:

n∑
i=1

1

riri
=

n(a2 + 1)

b2
.

[解析] 由 x2n + (ax+B)2n = 0 得

(
x

ax+ b

)2n

= −1.

记 y2n = −1 的 2n 个根为 ωi, ωi(i = 1, 2, · · · , n), 则
x

ax+ b
= ωi 或 ωi(i = 1, 2, · · · , n), 因为均为一次方程, 故每个方程只有一根,

5
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因此不妨设
ri

ari + b
= ωi, 得 ri =

bωi

1− aωi

, ri =
bωi

1− aωi

于是
1

riri
=

1 + a2 − a(ωi + ωi)

b2
=

a2 + 1

b2

⇒
n∑

i=1

1

riri
=

n(a2 + 1)

b2

11 设 S 是所有大于-1 的实数集合, 确定所有的函数 f : S → S, 使得满足下面两个条件:

(1) 对于 S 内所有的 x 和 y, 有

f(x+ f(y) + xf(y)) = y + f(x) + yf(x);

(2) 在区间 (−1, 0) 和 (0,+∞) 的每一个内, f(x)

x
是严格递增的.

[解析] 令 x = y 得, f(x+ f(x) + xf(x)) = x+ f(x) + xf(x),

故 x+ f(x) + xf(x) 为函数的一个不动点, 令 A = x+ f(x) + xf(x),

则 f(A) = A, f(A+ f(A) +Af(A)) = A+ f(A) +Af(A), 故 A2 + 2A 也是 f 的一个不动点,

若 A ∈ (−1, 0), 则 A2 + 2A = (A+ 1)2 − 1 ∈ (−1, 0), 且 A2 + 2A ̸= A.

从而, (−1, 0) 中有两个不动点, 但是这与 f(x)

x
在 (−1, 0) 内严格递增矛盾,

同样的, 若 A ∈ (0,+∞), 可得到同样的矛盾, 故 A = 0,

即 x+ f(x) + xf(x) = 0, 即 f(x) = − x

1 + x
.

下面验证 f(x) = − x

1 + x
符合题意,

显然, f(x)

x
= − 1

1 + x
在 S 中严格递增,

对任意的 x, y ∈ S, 有

f(x+ f(y) + xf(y)) = f

(
x− y

1 + y
− xy

1 + y

)
= f

(
x− y

1 + y

)
=

y − x

1 + x
.

y + f(x) + yf(x) = y − x

1 + x
− xy

1 + x
=

y − x

1 + x
.

故条件 (1) 也成立, 因此所求函数为 f(x) = − x

1 + x
.

6
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二试

一、(40 分) △ABC 内心为 I, ĂBC 的弧中点为 T , ∠AIT = 90◦, 求证: AB +AC = 3BC.

二、(40 分) 令 a1, a2, ..., an 为非负实数且 f : [0,∞) → (0,∞) 满足

f (a1) f (a2) ...f (an) ≥ λ > 0,

证明:

f (a1)− 1

f (a1)
+

f (a2)− 1

f (a1) f (a2)
+ ...+

f (an)− 1

f (a1) f (a2) ...f (an)
≥ λ− 1

λ

三、(50 分) k 是给定的自然数且 k ≥ 7, 求一共有多少组不同的 (x, y) 使得 0 ≤ x, y < 2k 且

7373
x ≡ 99

y

(mod 2k) 成立?

四、(50 分) 一定数量的机器人被放置在一个有限的矩形方格表中, 每一个方格都可以容纳任意数量

的机器人, 方格表中的每一条边要么是红边, 要么是绿边, 红边不允许机器人通过, 而绿边可以. 矩形方

格表的边界上的边均为红边. 你可以对所有机器人下达上, 下, 左, 右四个命令.

所有的机器人收到命令时一起向命令中的方向移动, 如果该方向的边是绿边, 则机器人按照指令到

达下一个方格, 如果机器人在该方向的边是红边, 则留在原方格不动. 所有机器人移动后你可以继续下

达指令;

假设对任意一个独立的机器人, 对任意一个矩形方格来说, 都存在一种指令使得该机器人到达那个

方格, 证明: 你可以通过有限次指令, 使得所有的机器人到达同一个方格.

7
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二试参考答案

一、(40 分) △ABC 内心为 I, ĂBC 的弧中点为 T , ∠AIT = 90◦, 求证: AB +AC = 3BC.

[解析] I 在 AC 上的投影为 Y , 延长 TI 与外接圆交于 X, T 的对径点为 D,

欲证原命题成立, 只需证明半周长为 2BC,

也就是证明 AY = BC

AY = AI cos A
2

, BC = 2R sinA = 2DT sin A

2
cos A

2

故只需证 AI = 2DT sin A

2
, 即 AI = 2DX

注意到 IX ⊥ AI, DX ⊥ IX, DI = DA

故原命题成立!

二、(40 分) 令 a1, a2, ..., an 为非负实数且 f : [0,∞) → (0,∞) 满足

f (a1) f (a2) ...f (an) ≥ λ > 0,

证明:

f (a1)− 1

f (a1)
+

f (a2)− 1

f (a1) f (a2)
+ ...+

f (an)− 1

f (a1) f (a2) ...f (an)
≥ λ− 1

λ
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[解析]

f (a1)− 1

f (a1)
+

f (a2)− 1

f (a1) f (a2)
+ ...+

f (an)− 1

f (a1) f (a2) ...f (an)
=

n∑
k=1

f (ak)− 1

f (a1) f (a2) ...f (ak)
=

1− 1

f (a1)
+

n∑
k=2

(
1

f (a1) f (a2) ...f (ak−1)
− 1

f (a1) f (a2) ...f (ak)

)
=

1− 1

f (a1)
+

1

f (a1)
− 1

f (a1) f (a2) ...f (an)
= 1− 1

f (a1) f (a2) ...f (an)
≥ 1− 1

λ
=

λ− 1

λ

三、(50 分) k 是给定的自然数且 k ≥ 7, 求一共有多少组不同的 (x, y) 使得 0 ≤ x, y < 2k 且

7373
x ≡ 99

y

(mod 2k) 成立?

[解析] 引理 1. 对任意非负整数 a 有 7373
a ≡ 73 ≡ 9 ≡ 99

a

(mod 26).

引理 1 的证明. 因为 73 = 9+ 26 且 v2
(
7373

a − 73
)
= v2(73− 1)+ v2(73

a − 1) = 6+ v2(a) ≥ 6. 余

数相同故证毕. □.

引理 2. 每一对 (x, y), 0 ≤ x, y < 2k, 有 7373
x ≡ 7373

y

(mod 2k) 成立当且仅当 2k−6 | x− y.

引理 2 的证明. 不妨设 x ̸= y 且 7373
x ≡ 7373

y

(mod 2k). 由升幂定理有, v2
(
7373

x − 7373
y)

=

v2(73− 1) + v2 (73
x−y − 1) = 6 + v2(x− y). □.

回到原题, 令 S =
{
7373

x

: 0 ≤ x < 2k
}
则 |S| = 2k. 根据引理 2, 我们可以找到互不相交的子集

组 S1, . . . , S26 使得
26∪
i=1

Si = S 并且对任意的 a, b ∈ Si 有 a ̸≡ b (mod 2k) 且 a ≡ b (mod 26). 我们有

|Si| = 2k−6. 再根据引理 1, Si 中的每个元素模 26 与 9 为底的相同, 事实上, 模 2k 的完全剩余系中, 恰

有 2k−6 个元素在模 26 下与 9 为底的相同. 因此对每个 i = 1, . . . , 26, Si 包含了所有在模 26 下与 9 为

底余数相同的数.

对每个 y 满足 0 ≤ y < 2k, 和任意的 i = 1, . . . , 26 都恰有一个 x, 0 ≤ x < 2k, 使得 7373
x ≡ 99

y

(mod 2k).

因此方程 7373
x ≡ 99

y

(mod 2k) 的解的个数为 2k × 26 = 2k+6 组.

四、(50 分) 一定数量的机器人被放置在一个有限的矩形方格表中, 每一个方格都可以容纳任意数量

的机器人, 方格表中的每一条边要么是红边, 要么是绿边, 红边不允许机器人通过, 而绿边可以. 矩形方

格表的边界上的边均为红边. 你可以对所有机器人下达上, 下, 左, 右四个命令.

所有的机器人收到命令时一起向命令中的方向移动, 如果该方向的边是绿边, 则机器人按照指令到

达下一个方格, 如果机器人在该方向的边是红边, 则留在原方格不动. 所有机器人移动后你可以继续下

达指令;

假设对任意一个独立的机器人, 对任意一个矩形方格来说, 都存在一种指令使得该机器人到达那个

方格, 证明: 你可以通过有限次指令, 使得所有的机器人到达同一个方格.
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[解析] 我们先解决两个机器人的问题:

设方格表上 x, y 两个点之间最短的路径距离为 d(x, y), 则表格上的路径满足三角形三边不等式,

即 d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c).

我们观察在方格表中位于 s 与 s′ 位置的机器人 A 和 B, 我们下达指令让 A 移动到 s′, 会出现如

下两种情况:

(1) 整个移动过程中 B 未经过红边, 则重复该操作, 因为表格有限, 最终 B 遇到边界红边, 划归成

情况 (2);

(2) 移动第 k 步时, B 遇到了红边, 留在了原地, 记此时 A 与 B 的位置分别为 t 与 t′, 那么我们就

得到了 d(t, s′) = d(s, s′)− k, d(s′, t′) ≤ k − 1,

故 d(t, t′) ≤ d(t, s′) + d(s′, t′) ≤ d(s, s′)− k + (k − 1) < d(s, s′).

经过一次这样的操作以后, A 与 B 的最短距离是变小的, 则持续进行下去, 经过有限次这样的操作

后, 最终 A 与 B 的最短距离变为 0, 即 A 与 B 在同一格子中.

对一般的情况就变得显而易见了, 先选择两个机器人用上述的方法移动到同一个格子中, 之后将两

个机器人视作同一个即可, 有限次操作以后, 所有机器人将移动到同一个格子中.

证毕!
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