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2023--2024 学年高二数学期中试卷参考答案

一、选择题

1．C 2．A 3．C 4．C 5．A 6．D 7．B 8．B 9．A 10．C

二、填空题

11．2 12．
1
2

x  ，
1
2

y  13． 6
3

14．6 15．
1
2

π
6
（答案不唯一） 16．②③

三、解答题

17．已知直线 l经过两条直线 1 : 3 4 2 0l x y   和 2 : 2 2 0l x y   的交点.

（Ⅰ）若直线 l与直线3 1 0x y   平行，求直线 l的方程；

（Ⅱ）若直线 l与圆 2 2: ( 1) ( 1) 25C x y    相交所得弦长为 8，求直线 l的方程.

【解析】（Ⅰ）
3 4 2 0 2
2 2 0 2
x y x
x y y
     

     
，即交点为  2,2 .

设直线 l的方程为  3 0 1x y c c     ，把点  2,2 代入方程得 4c  ，

所以直线 l的方程为3 4 0x y   .

（Ⅱ）圆 2 2: ( 1) ( 1) 25C x y    ，圆心为  1,1 ，半径为5 .

设圆心  1,1 到直线 l的距离为d ，则 2 25 4 3d    .

若直线 l过点  2,2 且斜率不存在，则 : 2l x   ，到圆心  1,1 的距离为3，满足条件；

若直线 l过点  2,2 且斜率存在，设  : 2 2l y k x   ，即 2 2 0kx y k    ，

由题意
2

1 2 2
3

1

k k
d

k

  
 


，解得

4
3

k  .

所以  4: 2 2
3

l y x   ，即 4 3 14 0x y   .

综上所述，直线 l的方程为 2x   或 4 3 14 0x y   .
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18．如图，在四棱锥 P ABCD 中，PA 平面 ABCD，底面 ABCD为正方形，E为线段 AB

的中点， 2PA AB  .

（Ⅰ）求证： BC PE ；

（Ⅱ）求平面 PAB与平面 PBD夹角的余弦值.

【解析】（Ⅰ）由PA 平面 ABCD，根据线面垂直的性质定理可知，PA BC

又因为底面 ABCD为正方形，所以 AB BC ，

又因为 PA BA A ，且 PA,BA含于平面 PAB,所以BC 平面 PAB；

E为线段 AB的中点， PE 平面 PAB，

所以， BC PE

（Ⅱ）根据题意可知，以 A点为坐标原点，分别以 AB、AD、AP所在直线为 x轴、 y轴、 z

轴建立空间直角坐标系，如下图所示：

则 (0,0,0), (2,0,0), (0,2,0), (0,0,2)A B D P ；

则 (2,0, 2), (0, 2, 2)PB PD   
 

，

设平面 PBD的一个法向量为 ( , , )n x y z


，
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得
· 2 2 0

· 2 2 0

n PB x z

n PD y z

   


  


 ，令 1z  可得， 1, 1x y  ，即 (1,1,1)n 


；

易知， (0, 2,0)AD 


是平面 PAB的一个法向量，

设平面 PAB与平面 PBD的夹角为，

则
2 3cos cos ,

33 2

n AD
n AD

n AD
    



 
 
 

所以，平面 PAB与平面 PBD夹角的余弦值为
3
3

19．如图，在三棱柱 1 1 1ABC A BC- 中，四边形 1 1AAC C是边长为 4的正方形.再从条件①､条件

②､条件③中选择两个能解决下面问题的条件作为已知.

（Ⅰ）求证： AB 平面 1 1AAC C；

（Ⅱ）求直线 1BC 与平面 1A BC所成角的正弦值；

（Ⅲ）设M 是 1 1AC 的中点，棱 1BB 上是否存在点G，使得MG  平面 1A BC？若存在，求线

段 BG的长；若不存在，说明理由.

条件①： 1 2 5BC BA  ；

条件②： 1 1BC AC^ ；

条件③：平面 ABC 平面 1 1AAC C .

注：如果选择多种方案分别解答，那么按第一种方案解答计分.

【解析】（Ⅰ）因所求问题包括线面角大小，需要求出 AB边长，故①必选，

选②缺垂直条件，因为 1 1BC AC^ ，又四边形 1 1AAC C是边长为 4的正方形，所以 1 1AC AC ，

1 1 1AC BC C  ， 1AC 平面 1,ABC 1BC 平面 1,ABC 所以 1AC 平面 1,ABC 又 AB 平面

1,ABC 所以 1AC AB ，选①②无法证明 AB 平面 1 1AAC C；

进入北京高考在线网站：http://www.gaokzx.com/  获取更多高考资讯及各类测试试题答案！



故只能选择①③，理由如下：

因为平面 ABC 平面 1 1AAC C，平面 ABC平面 1 1AAC C AC ，四边形 1 1AAC C是边长为 4

的正方形，所以 1AA AC ，所以 1AA 平面 ABC，

又因为 AB 平面 ABC，所以 1AA AB ， 1 2 5BC BA  ，所以 2AB  ，

又因为 2 2 2
1AB AA BC  ，所以 AB AC ， AC 平面 ABC， 1AA AC A ，

所以 AB 平面 1 1AAC C；

（Ⅱ）由（Ⅰ）知 1, ,AB AA AC两两垂直，故以 AB方向为 x轴， 1AA 方向为 y轴， AC方向

为 z轴，建立空间直角坐标系，则        1 12,0,0 , 0,4,0 , 0,0,4 , 0,4,4B A C C ，故  1 2,4,4BC  


，

   1 2,4,0 , 2,0,4BA BC   
 

，设平面 1A BC的方向量为  , ,n x y z


，则
1 0

0

n BA

n BC

  


 


 ，即

2 0
2 0

x y
x z
 

  
，令 2x  ，得 1y z  ，故  2,1,1n 


，设直线 1BC 与平面 1A BC所成角为 ，则

1
4 6sin cos ,

96 6
BC n   
 

，故直线 1BC 与平面 1A BC所成角的正弦值为
6
9

；

（Ⅲ）假设存在设点G，使得MG  平面 1A BC，则    2, ,0 , 0,2G m m ，因为MG  平面 1A BC，

所以MG n
 

，  0,4,2M ，所以  2, 4, 2MG m  


， 4 4 2 0MG n m     
 

，解得 2m  ，故

 2, 2,0G ， 2BG  ，

所以存在点G，G为 1BB 中点，使得MG  平面 1A BC，此时 2BG  .
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20．已知椭圆
2 2

2 2 1x
a

E y
b

 ： （ 0a b  ）的离心率为
6
3

，一个焦点为  2,0 .

（Ⅰ）求椭圆 E的方程；

（Ⅱ）设O为原点，直线 y x m  （ 0m  ）与椭圆 E交于不同的两点 ,A B，且与 x轴交于

点C， P为线段OC的中点，点 B关于 x轴的对称点为 1B .证明： 1PABV 是等腰直角三角形.

【解析】（Ⅰ）因为椭圆 E的离心率为
6
3

，一个焦点为  2,0

所以
6 , 2
3

ce c
a

   ，所以 2 2 26, 2.a b a c   

所以椭圆 E的方程为
2 2

1
6 2
x y

  .

（Ⅱ）设点 ( ,0)C m ，则点 ( ,0)
2
mP  ,

所以联立方程 2 23 6
y x m
x y

 
  

得 2 24 6 3 6 0x mx m    ，

所以有 2 236 16(3 6) 0m m     ，解得 2 2 2 2m   ，

因为 0m  ，故 2 2 0m   或0 2 2m 

设 1 1 2 2 1 2 2( , ), ( , ), ( , )A x y B x y B x y ，

所以 1 2
3 .
2
mx x  

设向量 1 1 1 2 2( , ), ( , )
2 2
m mPA x y PB x y    

 
，

所以 1 1 2 1 2 1 2 1 2( )( ) ( )( ) ( )( )
2 2 2 2
m m m mPA PB x x y y x x x m x m          

 

2 2
2

1 2
3 3 3( ) 0

2 4 4 4
m m mx x m       ，

所以 1PA PB ，即 1 90APB   ，

设 AB的中点为 0 0( , )M x y ，则 1 2
0 0 0

3 , .
2 4 4

x x m mx y x m
     

所以

3
4 2 1

0
4

PM

mm
k m

 
  


，

又因为 1ABk  ，所以 PM AB ，

所以 | | | |PA PB ，

因为点 B关于 x轴的对称点为 1B .
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所以 1| | | |PB PB ，

所以 1| | | |PA PB ，

所以 1PABV 是等腰直角三角形.

21．设正整数 n≥3，集合 1 2{ | ( , , , ), , 1,2, , }n kA a a x x x x R k n     对于集合 A中的

任意元素 a＝（x1，x2，…，xn）和 b＝（y1，y2，…，yn），及实数λ，定义：当且仅当 xi＝yi

（i＝1，2，…，n）时 a＝b；a＋b＝（x1＋y1，x2＋y2，…，xn＋yn）；λa＝（λx1，λx2，…，

λxn）.

若 A的子集 B＝｛a1，a2，a3｝满足：当且仅当λ1＝λ2＝λ3＝0时，λ1a1＋λ2a2＋λ3a3＝（0，0，…，

0），则称 B为 A的完美子集.

（Ⅰ）当 n＝3时，已知集合 B1＝｛（1，0，0），（0，1，0），（0，0，1）｝，B2＝｛（1，2，3），

（2，3，4），（4，5，6）｝，分别判断这两个集合是否为 A的完美子集，并说明理由；

（Ⅱ）当 n＝3时，已知集合 B＝｛（2m，m，m－1），（m，2m，m－1），（m，m－1，2m）｝.

若 B不是 A的完美子集，求 m的值；

（Ⅲ）已知集合 B＝｛a1，a2，a3｝⊆A，其中 ai＝（xi1，xi2，…，xin）（i＝1，2，3），若 2|xii|

＞|x1i|＋|x2i|＋|x3i|对任意 i＝1，2，3都成立，判断 B是否一定为 A的完美子集.若是，请说明

理由；若不是，请给出反例.

【解析】（Ⅰ）B1是完美子集；

设λ1a1＋λ2a2＋λ3a3＝（0，0，0），

即λ1＝λ2＝λ3＝0.

所以 B1是完美子集.

B2不是完美子集.

设λ1a1＋λ2a2＋λ3a3＝（0，0，0），

即

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4 0,
2 3 5 0,
3 4 6 0.

  
  
  

  
   
   

令λ3＝1，则λ1＝2，λ2＝－3.

所以 B2不是完美子集.

（Ⅱ）因为 B不是完美子集，

所以存在（λ1，λ2，λ3）≠（0，0，0），使得λ1a1＋λ2a2＋λ3a3＝（0，0，0），
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即  
   

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0,
2 1 0,
1 1 2 0.

m m m
m m m
m m m

  
  

  

   
    
     

因为 B＝｛（2m，m，m－1），（m，2m，m－1），（m，m－1，2m）｝，

由集合的互异性得，m≠0且 m≠－1.

所以 2λ1＋λ2＋λ3＝0，λ3＝－2λ1－λ2，（λ1，λ2）≠（0，0）.

所以
   
   

1 2

1 2

2 1 0,
3 1 1 0.
m m
m m

 
 

     
      

所以（－4m＋1）λ1＝0.

所以 m＝
1
4
或λ1＝0.

检验：

当 m＝
1
4
时，存在λ1＝5，λ2＝－7，λ3＝－3使得λ1a1＋λ2a2＋λ3a3＝（0，0，0）.

当λ1＝0时，因为 m≠－1，所以λ2＝0，λ3＝0，舍.

所以 m＝
1
4
.

（Ⅲ）B一定是完美子集.

假设存在不全为 0的实数λ1，λ2，λ3满足λ1a1＋λ2a2＋λ3a3＝（0，0，0），

不妨设|λ1|≥|λ2|≥|λ3|，则λ1≠0（否则与假设矛盾）.

由λ1x11＋λ2x21＋λ3x31＝0，得 x11＝－ 2

1



x21－ 3

1



x31.

所以|x11|≤ 2

1




|x21|＋ 3

1




|x31|≤|x21|＋|x31|.

与 2|x11|＞|x11|＋|x21|＋|x31|，即|x11|＞|x21|＋|x31|矛盾.

所以假设不成立.

所以λ1＝0.

所以λ2＝λ3＝0.

所以 B一定是完美子集.
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