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2021北京西城高二（下）期末 

数    学 

2021.7 

本试卷共 5 页，共 150 分。考试时长 120 分钟。考生务必将答案写在答题卡上，在试卷上作答无效。 

第一部分（选择题  共 40 分） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项。 

（1） 2 与8的等差中项是 

（A） 5−  （B）5  

（C） 4  （D） 4  

（2）已知函数 ( )
ex

x
f x = ，则 ( )f x =  

（A）
1

e x

x −
 （B）

1

e x

x +
 

（C）
1

e x

x−
 （D）

1

ex

x +
−  

（3）在抛物线 2 2 ( 0)y px p=  上，若横坐标为 3的点到焦点的距离为5，则 p =  

（A）
1

2
 （B）1  

（C） 2  （D） 4  

（4）如图，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， E 为CD 的中点，则直线 1A E 与 BC 所成角的余弦值为 

 

 

 

（5）圆 2 2

1 : ( 3) ( 4) 1C x y− + − = 和圆 2 2

2 : 16C x y+ = 的位置关系为 

（A）内切 （B）相交 

（C）外切 （D）外离 

（A）
2

5  

（B）
3

5
 

（C）
1

3
 

（D）
2

3
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（6）设{ }na 是公比为 q 的等比数列，且 0 ( 1,2, )na n = ．若{ }na 为递增数列，则 q 的取值范围是 

（A） ( , 1)− −  （B） ( 1, 0)−  

（C） (0, 1)  （D） (1, )+  

（7）将一枚质地均匀的硬币连续抛掷 4 次，记 X 为“正面朝上”出现的次数，则随机变量 X 的方差 ( )D X =  

（A） 2  （B）1  

（C）
1

2
 （D）

1

4
 

（8）在空间直角坐标系O xyz− 中，已知 ( ,0,0), (0, ,0), (0,0, ) ( 0, 0, 0)A a B b C c a b c   ，且 ABC△ 的面积为

6 ．过O 作OH ⊥平面 ABC 于点 H ．若三棱锥O ABC− 的体积为 6 ，则点 H 的坐标可以为 

（A） (1,1,1)  （B） (1, 2, 2)  

（C） (1, 2,1)  （D） (1, 2, 3)  

（9）记 nS 为数列{ }na 的前 n 项和．若 (8 ) ( 1,2, )na n n n= − = ，则  

（A）{ }na 有最大项，{ }nS 有最大项 （B）{ }na 有最大项，{ }nS 有最小项 

（C）{ }na 有最小项，{ }nS 有最大项 （D）{ }na 有最小项，{ }nS 有最小项 

（10）已知函数 3 2( ) 3 1f x ax x= − + ．若 ( )f x 有且只有一个零点 0x ，且 0 0x  ，则实数 a 的取值范围是 

（A） ( , 2)− −  （B） ( 2,0)−  

（C） (2, )+  （D） (0,2)  

 

第二部分（非选择题  共 110 分） 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分。 

（11）已知函数 ( ) cosf x x= ，则
π

( )
6

f  = _____． 

 

（12）已知双曲线
2 2

: 1
3

x y
C

m
− = 的焦距为 6 ，则实数m = _____；C 的渐近线方程为_____． 

 

（13）甲、乙两地降雨的概率分别为 60% 和80% ，两地同时降雨的概率为 30% ．则在甲地降雨的条件下，乙地也

降雨的概率为_____． 
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（14）用铁皮围成一个容积为 34 m 的无盖正四棱柱形水箱，需用铁皮的面积至少为_____ 2m ．（注：铁皮厚度不

计，接缝处损耗不计）  

 

（15）已知点列 ( ,0) ( 1,2, )n nA x n = ，其中 1 20, 1x x= = ． 3A 是线段 1 2A A 的中点， 4A 是线段 2 3A A 的中点，…，

nA 是线段 2 1n nA A− − 的中点，…．记 1n n na x x+= − ．则 3a = _____；
 nx = _____． 

 

三、解答题共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。 

（16）（本小题 13 分） 

已知{ }na 是等比数列， 1 41, 8a a= = ． 

（Ⅰ）求{ }na 的通项公式； 

（Ⅱ）若等差数列{ }nb 满足 2 3 4 5,b a b a= = ，求{ }nb 的前 n 项和 nS ． 

 

（17）（本小题 13 分） 

已知函数 2( ) ( 3 1)exf x x x= − + ． 

（Ⅰ）求 ( )f x 的单调区间； 

（Ⅱ）求 ( )f x 在区间 [ 2, 0]− 上的最大值和最小值． 

 

（18）（本小题 15 分） 

如图，在长方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，底面 ABCD 是边长为1的正方形， 1 2AA = ， ,E F 分别为 1 1,CC AA 的中

点．  

（Ⅰ）求证： 1 //D F 平面 BDE ； 

（Ⅱ）求直线 1D E 与平面 BDE 所成角的正弦值； 

（Ⅲ）求直线 1D F 与平面 BDE 之间的距离． 
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（19）（本小题 14 分） 

某超市销售5种不同品牌的牙膏，它们的包装规格均相同，销售价格（元/管）和市场份额（指该品牌牙膏的销

售量在超市同类产品中所占比重）如下： 

牙膏品牌 A  B  C  D  E  

销售价格 15  25  5  20  35  

市场份额 15%  10%  25%  20%  30%  

（Ⅰ）从这5种不同品牌的牙膏中随机抽取1管，估计其销售价格低于 25元的概率； 

（Ⅱ）依市场份额进行分层抽样，随机抽取 20管牙膏进行质检，其中A 和B 共抽取了 n 管． 

（ⅰ）求 n的值； 

（ⅱ）从这 n 管牙膏中随机抽取3管进行氟含量检测．记 X 为抽到品牌B 的牙膏数量，求 X 的分布列和数学期

望． 

（Ⅲ）品牌 F 的牙膏下月进入该超市销售，定价 25元/管，并占有一定市场份额．原有5个品牌的牙膏销售价格

不变，所占市场份额之比不变．设本月牙膏的平均销售价为每管 1 元，下月牙膏的平均销售价为每管 2

元，比较 1 2,  的大小．（只需写出结论） 

 

（20）（本小题 15 分） 

已知椭圆
2 2

2 2
: 1 ( 0)

x y
C a b

a b
+ =   的离心率为

3

2
，且过点 (2,1)A ．  

（Ⅰ）求椭圆C 的方程； 

（Ⅱ）过点 (0,2)B 作斜率为 k 的直线交椭圆C 于点 ,M N ，直线 ,MA NA分别交直线 2y = 于点 ,P Q ．求证： B

为 PQ 的中点．  

 

（21）（本小题 15 分） 

已知函数
e

( ) e lnxf x
x

= + ． 

（Ⅰ）求曲线 ( )y f x= 在点 (1, (1))f 处的切线方程； 

（Ⅱ）证明： ( ) 3f x  ． 
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2021北京西城高二（下）期末数学 

参考答案 

一、选择题（共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分） 

（1）B  （2）C （3）D （4）D （5）C 

（6）C （7）B   （8）B  （9）A （10）C 

二、填空题（共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分） 

（11）
1

2
−                   （12） 6   2y x=   

（13）50%   （14）12  

（15）
1

4
     12 1

[1 ( ) ]
3 2

n−− −  

注：（12）、（15）题第一空 2 分，第二空 3 分。 

三、解答题（共 6 小题，共 85 分） 

（16）（共 13 分） 

解：（Ⅰ）设等比数列{ }na 的公比为 q ．  

由题设， 3 3

4 1 1 8a a q q= =  = ， …………2 分 

解得 2q = ． …………4 分 

所以 1 1

1 2n n

na a q − −= = ． …………6 分 

（Ⅱ）设等差数列{ }nb 的公差为 d ． 

因为 2 3 4 54, 16b a b a= = = = ， 

所以 4 2 6
4 2

b b
d

−
= =

−
． …………8 分 

1 2 2b b d= − = − ． …………10 分 

所以{ }nb 的前 n项和 2

1

( 1)
3 5

2
n

n n d
S nb n n

−
= + = − ． …………13 分 

（17）（共 13 分） 

解：（Ⅰ） 2( ) ( 2)e ( 1)( 2)ex xf x x x x x = − − = + − ． …………2 分 

令 ( ) 0f x = ，得 1 21, 2x x= − = ． …………4 分 

( )f x 与 ( )f x 的变化情况如下： 

关注北京高考在线官方微信：北京高考资讯(ID:bj-gaokao)， 获取更多试题资料及排名分析信息。
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x  ( , 1)− −  1−  ( 1,2)−  2  (2, )+  

( )f x  +  0  −  0  +  

( )f x  ↗  ↘  ↗ 

所以 ( )f x 的单调递减区间为 ( 1,2)− ，单调递增区间为 ( , 1)− − 和 (2, )+ ． …………7 分 

（Ⅱ）由（Ⅰ）知， ( )f x 在区间 ( 2, 1)− − 上单调递增，在区间 ( 1,0)− 上单调递减． 

所以 ( )f x 在区间 [ 2, 0]− 上的最大值为
5

( 1)
e

f − = ． …………9 分 

( )f x 在区间 [ 2, 0]− 上的最小值为min{ ( 2), (0)}f f− ． …………11 分 

因为
2

11
( 2) , (0) 1

e
f f− = = ，且

2 2

11 11
1

e 3
  ， 

所以 ( )f x 在区间 [ 2, 0]− 上的最小值为 (0) 1f = ． …………13 分 

（18）（共 15 分） 

解：（Ⅰ）取 1BB 的中点G ，连接 1,FG C G． 

因为 1 1 1 1//A B C D ，且 1 1 1 1A B C D= ； 1 1 //A B FG，且 1 1A B FG= ， 

所以 1 1//FG C D ，且 1 1FG C D= ． 

所以四边形 1 1C D FG为平行四边形． 

所以 1 1//D F C G ．  …………1 分 

在矩形 1 1BCC B 中，因为 ,E G 分别为 1 1,CC BB 的中点， 

所以 1//BE C G ．所以 1 //D F BE ．  …………2 分 

又 1D F 平面 BDE ，  …………3 分 

所以 1 //D F 平面 BDE ． …………4 分 

（Ⅱ）如图建立空间直角坐标系 D x yz− ． …………5 分 

则 (0,0,0)D ， (1,1,0)B ， (0,1,1)E ， 1(0,0,2)D ． 

所以 ( , , )1 1 0DB
⎯⎯→

= ， ( , , )0 1 1DE
⎯⎯→

= ， 1
(0,1, 1)D E

⎯⎯→

= − ． 

设平面 BDE 的法向量为 ( , , )x y z=m ，则 

0,

0,

DB

DE

⎯⎯→

⎯⎯→


=


 =





m

m

 即
0,

0.

x y

y z

+ =


+ =   

…………7 分 

令 1y = − ，则 1x = ， 1z = ，于是 (1, 1,1)= −m ． …………8 分 
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设直线 1D E 与平面 BDE 所成角为 ，则 

1
1

1

6cos ,sin
3

| |
| |

| || |

D E
D E

D E



⎯⎯→
⎯⎯→

⎯⎯→
 = = =

m
m

m
． …………11 分 

（Ⅲ）由（Ⅰ）知 1 //D F 平面 BDE ， 

所以直线 1D F 与平面 BDE 之间的距离为点 1D 到平面 BDE 的距离． …………13 分 

所以直线 1D F 与平面 BDE 之间的距离为 

1 2 3

| | 3

| |D E
d

⎯⎯→

= =
m

m
． …………15 分 

（19）（共 14 分） 

解：（Ⅰ）记“从该超市销售的牙膏中随机抽取1管，其销售价格低于 25元”为事件 K ． 

由题设， ( ) 0.15 0.25 0.2 0.6P K = + + = ． …………3 分 

（Ⅱ）（ⅰ）由题设，品牌A 的牙膏抽取了 20 15% 3 = 管， 

品牌 B 的牙膏抽取了 20 10% 2 = 管， 

所以 3 2 5n = + = ． …………5 分 

（ⅱ）随机变量 X 的可能取值为 0,1,2． 

3

3

3

5

C 1
( 0)

C 10
P X = = = ； …………6 分 

2 1

3 2

3

5

C C 3
( 1)

C 5
P X = = = ； …………7 分 

1 2

3 2

3

5

C C 3
( 2)

C 10
P X = = = ．  …………8 分 

所以 X 的分布列为： 

X  0  1  2  

P  
1

10
 

3

5
 

3

10
 

…………9 分 

X 的数学期望为
1 3 3 6

( ) 0 1 2
10 5 10 5

E X =  +  +  = ． …………11 分 

（Ⅲ） 1 2  ． …………14 分 

（20）（共 15 分） 
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解：（Ⅰ）由题设，得 

2 2

2 2

2 2

3
,

2

2 1
1.

a b

a

a b

 −
=





+ =


 
…………2 分 

解得 
2 8a = ， 2 2b = ． 

所以椭圆C 的方程为
2 2

1
8 2

x y
+ = ． …………4 分 

（Ⅱ）由题意，设直线 MN 的方程为 2y kx= + ． 

由 2 2

2,

1
8 2

y kx

x y

= +



+ =


 得 2 2(4 1) 16 8 0k x kx+ + + = ． …………5 分 

由 2 2256 4(4 1) 8 0k k = − +   ，得 2 1

4
k  ． 

设
1 1( , )M x y ，

2 2( , )N x y ，则 

1 2 2

16

4 1

k
x x

k

−
+ =

+
，

1 2 2

8

4 1
x x

k
=

+
． …………7 分 

①当 1 2x  时，直线 MA的方程为 1

1

1
( 2) 1

2

y
y x

x

−
= − +

−
． 

令 2y = ，得点 P 的横坐标 1

1

2
2

1
P

x
x

y

−
= +

−
． …………8 分 

同理可得点Q的横坐标 2

2

2
2

1
Q

x
x

y

−
= +

−
． …………9 分 

1 2

1 2

2 2
4

1 1
P Q

x x
x x

y y

− −
+ = + +

− −
 

1 2

1 2

2 2
4

1 1

x x

kx kx

− −
= + +

+ +  

…………10 分 

1 2 1 2

1 2

(2 1)[2 ( )]

( 1)( 1)

k kx x x x

kx kx

+ + +
=

+ +
． …………12 分 

因为 1 2 1 2 2 2

2 8 16
2 ( ) 0

4 1 4 1

k k
kx x x x

k k


+ + = − =

+ +
，所以 0 2P Q Bx x x+ = = ． 

所以 B 为 PQ 的中点． …………13 分 

②当 1 2x = 时， (2, 1)M − ， (2,2)P ．  

直线 MB 的方程为 3 2 4 0x y+ − = ，可求得
2 7

( , )
5 5

N ． 

所以直线 NA的方程为 4 6 0x y+ − = ，从而 ( 2,2)Q − ． 

关注北京高考在线官方微信：北京高考资讯(ID:bj-gaokao)， 获取更多试题资料及排名分析信息。



 9 / 9 

此时依然有 0 2P Q Bx x x+ = = ． …………15 分 

综上， B 为 PQ 的中点． 

（21）（共 15 分） 

解：（Ⅰ）函数 ( )f x 的定义域为 (0, )+ ． …………1 分 

且 ( ) e ln 1xf x x= − + ，
1

( ) exf x
x

 = − ． …………3 分 

因为 (1) e 1f = + ， (1) e 1f  = − ， …………5 分 

故所求的切线方程为 (e 1) (e 1)( 1)y x− + = − − ，即 (e 1) 2y x= − + ． …………6 分 

（Ⅱ）由（Ⅰ）可知
1

( ) exf x
x

 = − 为 (0, )+ 上的增函数． …………7 分 

因为 (1) e 1 0f  = −  ，
1

e( ) 2 0
2

f  = −  ， 

所以存在唯一的 0

1
( ,1)
2

x  ，使 0

0

0

1
( ) e 0

x
f x

x
 = − = ． …………9 分 

从而有 0

0

1
e

x

x
= ， 0 0

0

1
ln lnx x

x
= = − ．  …………11 分 

因为 0(0, )x x 时， ( ) 0f x  ； 0( , )x x + 时， ( ) 0f x  ， 

所以 ( )f x 在区间 0(0, )x 上单调递减，在区间 0( , )x + 上单调递增． …………13 分 

所以 0

min 0 0 0

0

1
( ) ( ) e ln 1 1 3

x
f x f x x x

x
= = − + = + +  ． 

所以 ( ) 3f x  ．…………15 分 
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