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2023北京一六六中高三（上）期中 

数    学 

（考试时长：120分钟） 

考查目标 

知识：集合与简易逻辑；不等式；函数与导数；三角函数与解三角形；立体几何；平面解

析几何；排列组合与二项式定理；概率统计 

能力：数学抽象概括；逻辑推理论证；数学建模应用；直观想想；数学运算；数据分析；

空间想象能力 

一、选择题：本题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分．在每小题列出的四个选项中，选出符

合题目要求的一项． 

1. 已知集合 { | 1A x x=  − 或 1}x  ， 
{ | 0 2}B x x=   ，则集合 A B =（    ） 

A.  { | 0 1}x x   B.  { |1 2}x x   

C.  { | 1x x  − 或 0}x   D.  { | 1x x  − 或 2}x   

2. 在复平面内，复数
2 3i

i

+
对应的点位于（    ） 

A. 第一象限 B. 第二象限 C. 第三象限 D. 第四象限 

3. “ 0a b  ”是“ a b ”的（    ） 

A. 充分而不必要条件 B. 必要而不充分条件 

C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件 

4. 已知向量 (1,2)a = ， (1,0)b = ， (3,4)c = ，若 ( )// ( )a b c R +  ，则实数 =（    ） 

A. 2 B. 1 C. 
1

2
 D. 

1

4
 

5. 已知实数 ,x y 满足 (0 1)x ya a a   ，则下列关系式恒成立的是（    ） 

A. 2 2

1 1

1 1x y


+ +
 B. tan tanx y  

C. 
2 2( )ln 1 l 1)n(x y+  +  D. 

3 3x y  

6. 函数 ( ) cos ( 0)
3

f x x


 
 

= −  
 

的图像关于直线
2

x


= 对称，则可以为（    ） 

A. 
1

3
 B. 

1

2
 C. 

2

3
 D. 1 

7. 关于函数 ( ) sin cos= −f x x x x ,下列说法错误的是 
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A. ( )f x 是奇函数 

B. 0 不是 ( )f x 的极值点 

C. ( )f x 在
π π

( , )
2 2

− 上有且仅有 3 个零点 

D. ( )f x 的值域是R  

8. 二维码与生活息息相关，我们使用的二维码主要是21 21 大小的，即 441 个点，根据 0 和 1 的二进制编

码，一共有 4412 种不同的码.假设我们 1 秒钟用掉 1 万个二维码，1 万年约为 113 10 秒，那么大约可以用

（    ）（参考数据： lg 2 0.3,lg3 0.5  ） 

A. 11710 万年 B. 117 万年 C. 20510 万年 D. 205 万年 

9. 沙漏是古代的一种计时装置，它由两个形状完全相同的容器和一个狭窄的连接管道组成，开始时细沙全

部在上部容器中，利用细沙全部流到下部容器所需要的时间进行计时.如图，某沙漏由上、下两个圆维组

成.这两个圆锥的底面直径和高分别相等，细沙全部在上部时，其高度为圆锥高度（h）的
2

3
（细管长度忽

略不计）.假设细沙全部漏入下部后，恰好堆成一个盖住沙漏底部的圆锥形沙堆.这个沙堆的高与圆锥的高 h

的比值为（    ） 

 

A. 
8

27
 B. 

4

9
 C. 

2

3
 D. 

1

3
 

10. 对于函数 ( )f x ﹐若集合 ( ) ( ) 0,x x f x f x = − 中恰有 k 个元素，则称函数 ( )f x 是“ k 阶准偶函

数”.若函数

2

1
,

( ) 2

,

x

x a
f x

x x a

 
 =  




是“ 2 阶准偶函数”，则a的取值范围是（    ） 

A. ( ), 0−  B.  )0, 2   C.  )0, 4  D.  )2, 4  

二、填空题：本题共 5小题，每小题 5分，共 25分． 

11. 已知角 的顶点在坐标原点，始边在 x 轴的正半轴上，终边与单位圆交于第二象限的点 P ，且点 P 的

纵坐标为
1

2
，则cos = ____________． 

12. 在 4(1 2 )x− 的二项展开式中，第四项为____________． 

13. 已知函数 ( ) ( )
π

2sin 0,
2

f x x   
 

= +   
 

. 
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①若 ( )0 1f = ，则 = ___________； 

②若 x R ，使 ( ) ( )2 4f x f x+ − = 成立，则的最小值是___________. 

14. 窗花是贴在窗纸或窗户玻璃上的剪纸，是中国古老的传统民间艺术．图 1 是一张由卷曲纹和回纹构成的

正六边形剪纸窗花．图 2 中正六边形 ABCDEF 的边长为 4，圆O 的圆心为该正六边形的中心，圆O 的半

径为 2，圆O 的直径 MN CD∥ ，点 P 在正六边形的边上运动，则 PM PN 的最小值为____________ 

 

15. 某班在一次考试后分析学生在语文､数学､英语三个学科的表现，绘制了各科年级排名的散点图（如下

图所示）． 

 

关于该班级学生这三个学科本次考试的情况，给出下列四个结论： 

①三科中，数学年级排名的平均数及方差均最小； 

②语文、数学、英语年级排名均在 150 名以外的学生为 1 人； 

③本次考试该班语文第一名、数学第一名、英语第一名可能为三名不同的同学； 

④从该班学生中随机抽取 1 人，若其语文排名大于 200，则其英语和数学排名均在 150 以内的概率为
1

3
． 

其中所有正确结论的序号是__________． 

三、解答题：本题共 6小题，共 85分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤 

16. 如图 1 所示，在等腰梯形 ABCD ， // ， ⊥BC AD CE AD ，垂足为 3 3 1= = =E AD BC EC， ， ，将

DEC 沿 EC 折起到 1D EC△ 的位置，使平面 1D EC ⊥平面 ABCE ，如图 2 所示，点G 为棱 1AD 上一个动

点． 



 

第4页/共19页 
 

 

（1）当点G 为棱 1AD 中点时，求证： //BG 平面 1D EC  

（2）求证： AB ⊥平面 1D BE ； 

（3）求直线 1CD 与平面 1ABD 所成角的正弦值． 

17. 在 ABC 中，
22sin 1 sin

2

B C
A

+
= + ． 

（1）求 A ； 

（2）再从条件①､条件②､条件③这三组条件中选择一组作为已知，使 ABC 存在且唯一确定，求 AB 的

长． 

条件①： 2, 3BC AC= = ； 

条件②：
2 2

cos , 3 2
3

B AC BC= + = + ； 

条件③：
3

sin ,
2

B ABC= 的面积为
3 3

2

+
． 

注：如果选择多组条件分别解答，按第一个解答计分． 

18. 某学校组织高一、高二年级学生进行了“纪念建党 100 周年”的知识竞赛.从这两个年级各随机抽取了 40

名学生，对其成绩进行分析，得到了高一年级成绩的频率分布直方图和高二年级成绩的频数分布表. 

     

成绩分组 频数 

 )75,80  2 

 )80,85  6 
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 )85,90  16 

 )90,95  14 

 95,100  2 

高二 

规定成绩不低于 90 分为“优秀”. 

（1）估计高一年级知识竞赛的优秀率： 

（2）将成绩位于某区间的频率作为成绩位于该区间的概率.在高一、高二年级学生中各选出 2 名学生，记

这 4 名学生中成绩优秀的人数为 ξ，求随机变量 ξ的分布列； 

（3）在高一、高二年级各随机选取 1 名学生，用 X，Y分别表示所选高一、高二年级学生成绩优秀的人数.

写出方差 ( ) ( ),D X D Y 的大小关系.（只需写出结论） 

19. 已知椭圆 ( )
2 2

2 2
: 1 0

x y
C a b

a b
+ =   经过 ( )1 2,0A − 和 ( )0, 3B − 两点，点 2A 为椭圆 C的右顶点，点 P

为椭圆 C上位于第一象限的点，直线 1PA 与 y轴交于点 M，直线 PB 与 x轴交于点 N． 

（1）求椭圆 C的方程及离心率； 

（2）比较 1MNA 的面积与 2NA B△ 的面积的大小，并说明理由． 

20. 已知函数 ( ) ln 2f x x x= − − . 

（1）求 ( )f x 的极值； 

（2）已知 t Z ，且 ln ( 1)x x x t x+  − 对任意的 1x  恒成立，求 t 的最大值； 

（3）设 ( ) ( 1) 3g x f x e= + − + 的零点为 ( 1)m m  ，当 1
x ， 2 ( , )x m + ，且 1 2x x 时，证明：

1 2 1

2

ln( 1)

ln( 1)

x x x
e

x

− +

+
 . 

21. 若无穷数列 na 满足， 1a 是正实数，当 2n  时， 1 1 2 1max , , ,n n na a a a a ，则称 na 是

“Y −数列”. 

（1）若 na 是“Y −数列”且 1 1a = ，写出 4a 的所有可能值； 

（2）设 na 是“Y −数列”，证明： na 是等差数列充要条件是 na 单调递减； na 是等比数列充要

条件是 na 单调递增； 

（3）若 na 是“Y −数列”且是周期数列（即存在正整数T ，使得对任意正整数n，都有 T n na a+ = ），求

集合 11 2018 ii a a  = 的元素个数的所有可能值的个数. 
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参考答案 

一、选择题：本题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分．在每小题列出的四个选项中，选出符

合题目要求的一项． 

1. 【答案】C 

【分析】根据并集概念进行求解. 

【详解】 A B =  { | 1x x  − 或 0}x  . 

故选：C 

2. 【答案】D 

【分析】先化简原式，然后根据实部虚部确定复数所在象限. 

【详解】
2 3

3 2
i

i
i

+
= − ， 

在复平面内对应的点的坐标为 ( )3, 2− ，位于第四象限. 

故选：D. 

【点睛】本题考查复数与复平面的关系，属于基础题. 

3. 【答案】A 

【分析】根据不等式的性质结合充分条件和必要条件的定义即可得解. 

【详解】由 0a b  可得 a b ， 

由 a b 可得 0a b  ， 

所以“ 0a b  ”是“ a b ”的充分而不必要条件. 

故选：A. 

4. 【答案】C 

【分析】先写出 a b+ 的坐标，再由
1 2 2 1/ / 0m n x y x y − = 可求得参数 . 

【详解】∵向量 (1,2), (1,0), (3,4)a b c= = = ． 

∴ (1,2) (1,0) (1 ,2)a b  + = + = + ， 

∵ ( ) / / ( R)a b c +  ， 

∴4(1 ) 3 2 0+ −  = ，解得
1

2
 = ． 

故选：C． 

5. 【答案】D 

【分析】 

根据 (0 1)x ya a a   ，利用指数函数的单调性得到 x y ，然后再逐项判断. 

【详解】因为 (0 1)x ya a a   ， 
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所以由指数函数的单调性得： x y  

A. 当 2, 1x y= = 时， 2 2

1 1

1 1x y


+ +
，故错误； 

B. 当
5

,
4 4

x y
 

= = 时， tan tanx y= ，故错误； 

C. 当 x 1, y 2= = − 时， 2 2( )ln 1 l 1)n(x y+  + ，故错误； 

D. 因为幂函数
3y x= 在 R上是增函数，所以 3 3x y ，故正确； 

故选：D 

6. 【答案】C 

【分析】 ( ) cos( )( 0)
3

f x x


 = −  的对称轴为
3

x k


 − = ，化简得到
2

2 ( 0)
3

k = +  得到答案. 

【详解】 ( ) cos( )( 0)
3

f x x


 = −   

对称轴为：
2

2 ( 0)( )
3 2 3 3

x k k k k Z
  

     − =  − =  = +    

当 0k = 时，取值为
2

3
. 

故选:C. 

7. 【答案】C 

【分析】 

【详解】分析：利用函数的奇偶性、极值、零点、值域分析每一个选项得解. 

详解：对于选项 A,f(-x)=sin(-x)+xcos(-x)=-sinx+xcosx=-(sinx-xcosx)=-f(x),所以函数 f(x)是奇函数，所以选项 A

是正确的. 

对于选项 B, ( ) cos [ ( sin )]f x x cosx x x xsinx= − +  − = ，可以得到函数 f(x)在 (0, )
2


是增函数，在

( ,0)
2


− 也是增函数，所以 0 不是函数的极值点，所以选项 B 正确. 

对于选项 C,由于函数在 (0, )
2


是增函数，在 ( ,0)

2


− 是增函数，且 f(0)=0,所以函数在 ( , )

2 2

 
− 上有且仅

有 1 个零点，所以选项 C 错误. 

对于选项 D,函数的值域为 R，所以选项 D 正确 

故选:C. 

8. 【答案】A 

【分析】估算出可用的年限，然后取常用对数计算即可. 

【详解】由题意大约可以用
441

11 4

2

3 10 10 
万年， 
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则
441 441

441 15

11 4 15

2 2
lg lg lg 2 lg3 10 441lg 2 lg3 15

3 10 10 3 10
= = −  = − −

  
 

441 0.3 0.5 15 117  − − = ， 

所以
441

117

11 8

2
10

3 10 10


 
，即大约可以用 11710 万年. 

故选：A 

9. 【答案】A 

【分析】 

细沙全部在上部时，沙漏上部分圆锥中的细沙的高为
2

3
h，设圆锥的底面半径为 r，则细沙形成的圆锥的底

面半径为
2

3
r ，求出细沙的体积，再设细沙漏入下部后，圆锥形沙堆的高为 h，求出细沙的体积，由体积

相等求解 h，则答案可求. 

【详解】解：细沙全部在上部时，沙漏上部分圆锥中的细沙的高为
2

3
h， 

设圆锥的底面半径为 r，则细沙形成的圆锥的底面半径为
2

3
r ， 

∴细沙的体积为

2

21 2 2 8

3 3 3 81
V r h r h 

 
=   = 

 
. 

细沙漏入下部后，圆锥形沙堆的底面半径 r，设高为 h， 

则
2 21 8

3 81
V r h r h =  = ， 

得
8

27
h h = . 

∴
8

27

h

h


= . 

故选：A. 

【点睛】此题考查圆锥体积公式的应用，属于中档题 

10. 【答案】B 

【分析】 

根据“ 2 阶准偶函数”定义，分 a<0， 0a  ， 0a = 三种情况分析即可得答案. 

【详解】解：根据题意，函数
2

1
,

( ) 2

,

x

x a
f x

x x a

 
 =  




是“ 2 阶准偶函数”， 

则集合 ( ) ( ) 0,x x f x f x = − 中恰有 2 个元素. 
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当 a<0时，函数

2

1
,

( ) 2

,

x

x a
f x

x x a

 
 =  




有一段部分为 2 ,y x x a=  ，注意的函数 2y x 本身具有偶函数性

质，故集合 ( ) ( ) 0,x x f x f x = − 中不止有两个元素，矛盾， 

当 0a  时，根据“ 2 阶准偶函数”的定义得 ( )f x 的可能取值为 2x 或
1

2

x

 
 
 

， ( )f x− 为
1

2
2

−

 
= 

 

x

x ，故当

1
2

2

x

x 
= 

 
，该方程无解，当 2 2xx = ，解得 2x = 或 4x = ，故要使得集合 ( ) ( ) 0,x x f x f x = − 中恰

有 2 个元素，则需要满足 2a  ，即0 2a  ； 

当 0a = 时，函数

2

1
, 0

( ) 2

, 0

x

x
f x

x x

 
 =  




， ( )f x 的取值为 2x ， ( )f x− 为
1

2
2

−

 
= 

 

x

x ，根据题意得 2 2xx =

满足恰有两个元素，故 0a = 满足条件. 

综上，实数 a的取值范围是 )0, 2 . 

故选：B 

【点睛】本题解题的关键是根据新定义的“ 2 阶准偶函数”，将问题转化为研究函数 ( )f x ， ( )f x− 可能取

何值，进而根据 2 2xx = 方程有两个解 2x = 或 4x = 求解.考查运算求解能力与综合分析能力，是中档题. 

二、填空题：本题共 5小题，每小题 5分，共 25分． 

11. 【答案】
3

2
−  

【分析】由题设确定 P 的坐标，再由三角函数的定义求cos . 

【详解】由题设知：
3 1

( , )
2 2

P − ，故
3

cos
2

 = − . 

故答案为：
3

2
−  

12. 【答案】
3

232x−  

【分析】利用二项式定理写出展开式通项公式，进而求第四项. 

【详解】由题设 2
1 4 4C ( 2 ) ( 2) C

r

r r r r

rT x x+ = − = − ， 

当 3r = 时，第四项为
3 3

3 3 2 2
4 4( 2) C 32T x x= − = − . 

故答案为：
3

232x−  

13. 【答案】    ①. 
π

6
    ②. 

π

2
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【分析】①由已知可得
1

sin
2

 = ，利用正弦函数的图象及特殊角的三角函数值，结合范围
π

| |
2

  ，即可

得解的值； 

②化简已知等式可得 sin( 2 ) sin( ) 2x x    + + − + = ，由正弦函数的性质可得 1 2

π
( )π

2
k k = − − ， 1k ，

2k Z ，结合范围 0  ，即可得解的最小值． 

【详解】解：① 由已知可得 2sin 1= ，可得
1

sin
2

 = ， 


π

2 π
6

k = + 或
5π

2 π
6

k = + ， Zk ， 

π
| |

2
  ，当 0k = 时，

π

6
 = ． 

② Rx  ，使 2sin[ ( 2) ] 2sin( ) 4x x   + + − + = 成立， 

即 sin( 2 ) sin( ) 2x x    + + − + = ， 

Rx  ，使 1

π
2 2 π

2
x k  + + = + ， 2

3π
2 π

2
x k + = + ， Zk ， 

解得 1 2 1 2

π π
π π ( )π

2 2
k k k k = − − = − − ， 1k ， 2k Z ， 

又 0  ，  的最小值是
π

2
． 

故答案为：
π

6
，
π

2
． 

14. 【答案】8 

【分析】由 PM PO OM= + ， PN PO ON= + ，然后由数量积的运算公式，结合正六边形的性质，即可

求解. 

【详解】如图，连结 PO，显然OM ON= − ， 

 

( ) ( ) ( ) ( )PM PN PO OM PO ON PO OM PO OM = +  + = +  − ， 

2 2 2

4PO OM PO= − = − ， 

点 P 在正六边形 ABCDEF 的边上运动，O 是其中心， 

因此 PO 的最小值等于中心O 到正六边形的边的距离，距离为
3

4 2 3
2

 = . 
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所以 PM PN 的最大值为 ( )
2

2 3 4 8− = . 

故答案为：8 

15. 【答案】①②④ 

【分析】依据平均数和方差的定义判断①；求得语文、数学、英语年级排名均在 150 名以外的学生人数判

断②；求得语文第一名、数学第一名、英语第一名的同学判断③；求得从该班学生中随机抽取 1 人，若其

语文排名大于 200，则其英语和数学排名均在 150 以内的概率判断④. 

【详解】①：三科中，数学对应的点比英语对应的点到横轴的距离近且较为密集， 

数学对应的点到横轴的距离比语文对应的点到纵轴距离近且较为密集， 

所以数学年级排名的平均数及方差均最小.判断正确； 

②：语文、数学、英语年级排名均在 150 名以外的学生为 1 人.判断正确； 

③：本次考试该班语文第一名、数学第一名、英语第一名为同一名同学.判断错误； 

④：由图表可知语文排名大于 200 的有 3 位同学， 

语文排名大于 200 且英语和数学排名均在 150 以内的同学仅有 1 位同学. 

故从该班学生中随机抽取 1 人，若其语文排名大于 200， 

则其英语和数学排名均在 150 以内的概率为
1

3
．判断正确. 

故答案为①②④ 

三、解答题：本题共 6小题，共 85分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤 

16. 【答案】（1）证明见解析     

（2）证明见解析    （3）
3

6
 

【分析】（1）取点 F 为棱 1D E 的中点，可得四边形 FGBC 为平行四边形，由线面平行的判定定理可得答

案； 

（2）由面面垂直的性质定理可得 1D E ⊥平面 ABCE ，再由线面垂直的性质定理得 1D E AB⊥ ，利用勾股

定理得 BE AB⊥ ，最后由线面垂直的判定定理可得答案； 

（3）以 E 为原点，分别以 1EA EC ED、 、 所在的直线为 x y z、 、 轴建立空间直角坐标系，求出
1CD 、平

面 1ABD 的一个法向量，由线面角的向量求法可得答案. 

【小问 1 详解】 

取点 F 为棱 1D E 的中点，连接 、FG CF ， 
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所以 //FG AE ，
1

=
2

FG AE ， 

在等腰梯形 ABCD， // ， ⊥BC AD CE AD ， 3 3AD BC= = ， 

所以
1

=
2

BC AE ，可得 //FG BC ， =FG BC ， 

所以四边形 FGBC 为平行四边形， //BG CF ， 

又因为 BG 平面 1D EC ，CF 平面 1D EC  

所以 //BG 平面 1D EC ； 

【小问 2 详解】 

连接 BE ， 

 

因为平面 1D EC ⊥平面 ABCE ，平面 1D EC 平面 ABCE CE= ， 

1D E 平面 1D EC ， 1D E CE⊥ ，可得 1D E ⊥平面 ABCE ， 

因为 AB 平面 ABCE ，所以 1D E AB⊥ ， 

因为 // ， ⊥BC AD CE AD ， 3 3 1= = =AD BC EC， ， 

所以 2AB = ， 2AE = ， 2BE = ，可得 2 2 2AB BE AE+ = ，即 BE AB⊥ ， 

且 1BE D E E= ， 1、 BE D E 平面 1D BE ， 

所以 AB ⊥平面 1D BE ； 

【小问 3 详解】 

以 E 为原点，分别以 1EA EC ED、 、 所在的直线为 x y z、 、 轴，建立空间直角坐标系， 
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所以 ( ) ( ) ( ) ( )12,0,0 1,1,0 0,1,0 0,0,1A B C D， ， ， ， 

所以 ( )1 0, 1,1CD = − ， ( ) ( )1 12,0, 1 , 1,1, 1D A D B= − = − ， 

设 ( ), ,n x y z= 为平面 1ABD 的一个法向量， 

可得
1

1

0

0

D A n

D B n

  =


 =

，即
2 0

0

x z

x y z

− =


+ − =
，令 1x = ，可得 2 1= =z y， ， ( )1,1,2n = ， 

设直线 1CD 与平面 1ABD 所成角为 ， 

所以
1

1

1
6

sin c
1 2 3

2 1 1 4
os ,

− +
=



+
= = =

 +

Cn D
CD

CD
n

n
， 

所以直线 1CD 与平面 1ABD 所成角的正弦值为
3

6
. 

17. 【答案】（1）
4


     

（2）选条件②， AB 的长为 2 2 1+ . 

【分析】（1）利用三角形的内角和、诱导公式、二倍角的余弦公式对原始进行化简即可求解. 

（2）对三个条件逐项分析，利用正弦定理、余弦定理求解边 AB 的长度，注意题干中 AB 有唯一解，条件

①无解，条件③有多个解，只有用条件②， AB 有唯一解. 

【小问 1 详解】 

解：因为
22sin 1 sin

2

B C
A

+
= + ，则

2 22sin 2( )
2

cos 1 sin
22

A
A

A
=− = + ， 

故
22cos 1 cos sin

2

A
A A− = = ，又0 A   . 

所以：
4

A


= . 

【小问 2 详解】 

解：选条件①： 2, 3BC AC= = ，即 2, 3a b= = ， 
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由余弦定理得 2 2 2 2 cosa b c bc A= + − ，即 2 2 2 2
2 3 2 3

2
c c= + −   ， 

整理得 2 3 2 5 0c c− + = ， ( )
2

3 2 4 5 2 0 = −  = −  ， 

故 AB 无解. 

选条件②：
2 2

cos , 3 2
3

B AC BC= + = + ，即 3 2a b+ = + ， 

则
2 1

sin 1 cos
3

B B= − = ，由正弦定理得
sin sin

a b

A B
= ，即 12

32

a b
=

，解得
3 2

2
a b= ， 

所以
3 2 2 3 2

3 2
2 2

b b b
+

+ = = + ，解得： 2b = ，则 3a = . 

又
2 2 2 2 1 4 2

sin sin( ) sin cos cos sin
2 3 2 3 6

C A B A B A B
+

= + = + =  +  = ， 

由正弦定理得
sin sin

a c

A C
= ，解得 2 2 1AB c= = + . 

条件③：
3

sin ,
2

B ABC= 的面积为
3 3

2

+
， 

因为
3

sin ,
2

B = 0 B   ,且
4

A


= ，故
3

B


= 或
2

3
B


= . 

故对于条件③， B 有 2 种可能，只要经过缩放就能使 ABC 的面积为
3 3

2

+
，故 AB 不唯一. 

综上，选条件②， AB 的长为
4 2 2

3

+
. 

18. 【答案】（1）30%；     

（2）分布列见解析；    （3） ( ) ( )D X D Y . 

【分析】（1）先计算样本的优秀率，从而可解； 

（2）根据分布列的求解步骤即可求解； 

（3）根据两点分布的方差计算公式即可判断. 

【小问 1 详解】 

高一年级知识竞赛的优秀率为 ( )0.04 0.02 5 0.3+  = ， 

所以高一年级知识竞赛的优秀率为30% . 

【小问 2 详解】 

在高一年级学生中选中成绩优秀学生的概率为
3

10
，选中成绩不优秀学生的概率为

7

10
； 
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在高二年级学生中选中成绩优秀学生的概率为
2

5
，选中成绩不优秀学生的概率为

3

5
. 

 的所有可能取值为 0，1，2，3，4；  

( )
2 2

7 3 441
0

10 5 2500
P 

   
= =  =   

   
， 

( )
2 2

1 1

2 2

3 7 3 7 2 3 966
1 C C

10 10 5 10 5 5 2500
P 

   
= =    +    =   

   
， 

( )
2 2 2 2

1 1

2 2

3 3 3 7 2 3 7 2 781
2 C C

10 5 10 10 5 5 10 5 2500
P 

       
= =  +      +  =       

       
， 

( )
2 2

1 1

2 2

3 2 3 3 7 2 276
3 C C

10 5 5 10 10 5 2500
P 

   
= =    +    =   

   
， 

( )
2 2

3 2 36
4

10 5 2500
P 

   
= =  =   

   
， 

所以随机变量 ξ的分布列为： 

P 0 1 2 3 4 

ξ 
441

2500
 

966

2500
 

781

2500
 

276

2500
 

36

2500
 

【小问 3 详解】显然 ,X Y 均符合两点分布， 

且 ( 0) 0.7, ( 1) 0.3, ( 0) 0.6, ( 1) 0.4P X P X P Y P Y= = = = = = = = ， 

( ) ( )0.3 0.7 0.21, 0.6 0.4 0.24D X D Y =  = =  = ， 

所以 ( ) ( )D X D Y  

19. 【答案】（1）
2 2

1
4 3

x y
+ = ，离心率

1

2

c
e

a
= = ；     

（2）相等，理由见解析 

【分析】（1）根据 ,a b求椭圆方程，以及离心率； 

（2）首先设点 P 的坐标，再利用坐标分别表示两个三角形的面积，做差后，即可比较大小. 

【小问 1 详解】 

由题意可知， 2, 3a b= = ， 2 2 1c a b= − = ， 

所以椭圆方程为
2 2

1
4 3

x y
+ = ，离心率

1

2

c
e

a
= = ； 

【小问 2 详解】 

设 ( )0 0
,P x y  
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直线 ( )0
1

0

: 2
2

y
PA y x

x
= +

+
，令 0x = ，得

0

0

2

2
M

y
y

x
=

+
， 

直线 :PB 0

0

3
3

y
y x

x

+
= − ，令 0y = ，得

0

0

3

3
N

x
x

y
=

+
， 

所以
1

0 0

00

3 21
2

2 23
MNA

x y
S

xy

 
= +    ++ 

 

( ) ( )
0 0 0

00 0

3 2

22 3

x y y

xx y
= +

++ +
 

( )
( )( )

0 0 0 0

0 0

3 2 3

2 3

x y y y

x y

+ +
=

+ +
， 

( )2

0 0

0 0

3 31
2 3 3

2 3 2 3
NBA

x x
S

y y

 
= −  = −  + + 

 

( )
( )

0 0

0

2 3 3 3

2 3

y x

y

+ −
=

+
 

1 2MNA NBAS S−
( )

( )( )
0 0 0 0

0 0

3 2 3

2 3

x y y y

x y

+ +
=

+ +

( )
( )

0 0

0

2 3 3 3

2 3

y x

y

+ −
−

+
 

( )( )

2 2

0 0

0 0

4 3 12
0

2 2 3

y x

x y

+ −
= =

+ +
 

所以
1 2MNA NBAS S=  

   

20. 【答案】(1)极小值为-1，无极大值；(2)3；(3)证明见解析. 

【分析】(1)对函数 ( )f x 求导，分析导函数在其零点分定义区间上的正负即可得解； 

(2)将给定不等式等价转化，构造函数，并讨论其最值即可得解； 

(3)讨论函数 ( )g x 的零点，构造函数并讨论其单调性，再借助单调性即可作答. 
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【详解】(1) 函数 ( ) ln 2f x x x= − − 定义域为 (0, )+ ，
1 1

( ) 1
x

f x
x x

 −
= − = ， 

0 1x  时 ( ) 0, 1f x x   时 ( ) 0f x  ， 1x = 时， ( )f x 取得极小值 (1) 1f = − ，无极大值， 

所以 ( )f x 的极小值为-1，无极大值； 

(2)
ln

ln ( 1)
1

1,
x x x

x x x t x t
x

x
+

+  − 
−

 ，令
ln

1) )
1

( (
x x x

x
h x x

+


−
= ， 

2 2

(ln 2)( 1) ( ln ) ln 2

( 1) ( 1)
( )

x x x x x x x
h x

x x

+ − − + − −

− −
 = = ， 

由(1)知 ( ) ln 2f x x x= − − 在 (1, )+ 上单调递增，而 (3) 1 ln 3 0, (4) 2 ln 4 0f f= −  = −  ， 

0 0(3,4), ( ) 0x f x  = ，即 0 0ln 2x x= − ，当 01 x x  时， ( ) 0, ( ) 0f x h x  ，当 0x x 时，

( ) 0, ( ) 0f x h x  ， 

于是得 ( )h x 在 0(1, )x 上递减，在 0
( , )x + 上递增， 

则 0x x= 时， min 0
0 0 0 0 0 0

0

0 0

ln ( 2)
(3,4)

1
( ) ( )

1
h x h x

x x x x x x
x

x x

+ − +
= = = =

− −
， 

从而有 0t x ，而 t Z ，则 max 3t = ， 

所以 t 的最大值是 3； 

(3)由(1)知 ( ) ( 1) 3g x f x e= + − + 在 (0, )+ 上递增， (1) (2) 3 3 ln 2 0g f e e= − + = − −  ，

(2) (3) 3 4 ln 3 0g f e e= − + = − −  ， 

即 ( )g x 大于 1 的零点 (1,2)m ， 

令
ln( 1)

( ) , ( , )
x

x
x x m

e


+
=  + ，

1
( ) [ ln( 1)]

1

xx e x
x

 − = − +
+

， 

显然
1

( ) ln( 1)
1

F x x
x

= − +
+

在 (1, )+ 上单调递减， ( , ), ( ) ( ) (1)x m F x F m F  +  
1

ln 2 0
2

= −  ， 

于是得 ( , ), ( ) 0x m x  +  ， ( ) x 在 ( , )m + 上单调递减， 21, ( , )xx m + ，且 1 2x x 时，

1 2( ) ( )x x  ， 

即
1

1 2

1 2 2

1 2 1

2

ln( 1) ln( 1) ln( 1)

ln( 1)

x
x x

x x x

x x x e
e

e e x e

−+ + +
   =

+
， 

所以 21, ( , )xx m + ，且 1 2x x 时，
1 2 1

2

ln( 1)

ln( 1)

x x x
e

x

− +

+
 .. 

21. 【答案】（1） 2,0, 2,8      

（2）证明见解析    （3）1009 

【分析】（1）利用递推关系，根据分类讨论思想求解即可； 

（2）当 na 是等差数列时，利用反证法可证明 na 单调递减，根据等比数列的性质可证后者； 
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（3）先证 1a 是数列 na 的最大项，再证明当n是奇数时， na 是 1a 的奇数倍，当n是偶数时， na 是 1a 的

偶数倍，即可求出. 

【小问 1 详解】 

由题可知 2 1 1 1maxa a a a ，则 2 0a = 或 2， 

因为 3 2 1 2max ,a a a a ，所以当 2 0a = 时， 3 0 max 1,0 1a ，则 3 1a = 或 1− ， 

当 2 2a = 时， 3 2 max 1,2 2a ，则 3 0a = 或 4， 

因为  4 3 1 2 3max , ,a a a a a− = ，所以当 3 1a = − 时， 4 1 max 1,0, 1 1a ， 

则 4 0a = 或 2− ， 

当 3 0a = 时， 4 0 max 1,2,0 2a ，则 4 2a = − 或 2， 

当 3 1a = 时， 4 1 max 1,0,1 1a ，则 4 0a = 或 2， 

当 3 4a = 时， 4 4 max 1,2,4 4a ，则 4 0a = 或 8， 

综上， 4a 的所有可能值为 2,0, 2,8； 

【小问 2 详解】 

因为 2 1 1| |a a a− = ，所以 2 0a = 或 12a ， 

当 na 是等差数列时，假设 2 12a a= ，则 3 2 1 12 3a a a a= − = ， 

此时 3 2 1a a a− = ，而  1 2 1max , 2a a a= ，矛盾，所以 2 0a = ， 

于是公差 2 1 1 0d a a a= − = −  ，所以{ }na 单调递减； 

当 na 单调递减时，对任意 2n  ，  1 2 1 1max , , , na a a a− = ， 

又 1 1n n n na a a a− −− = − ，所以 1 1n na a a−− = − ，从而{ }na 是等差数列； 

综上，{ }na 是等差数列的充分必要条件是{ }na 单调递减； 

当 na 是等比数列时， 2 0a  ，所以 2 12a a= ，所以公比 2 1q =  ， 

又 1 0a  ，所以{ }na 单调递增， 

当 na 单调递增时，对任意 2n  ，  1 2 1 1max , , , n na a a a− −= ， 

又 1 1n n n na a a a− −− = − ，所以 1 1n n na a a− −− = ，即 12n na a −= ， 

因为 1 0a  ，所以{ }na 是等比数列. 

综上， na 是等比数列充要条件是 na 单调递增. 

【小问 3 详解】 

先证 1a 是数列 na 的最大项，事实上，如果 i 是第一个大于 1a 的项的脚标， 
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则由  1 1 2max , , ,i i i ia a a a a a+ − = = 知， 1ia + 是 ia 的倍数， 

假设 1 2 1, , ,i i i ka a a 都是 ia 的倍数， 

则由 1 1 2 1 1 1max , , , max , , ,i k i k i k i i i ka a a a a a a a 知， 

i ka + 是 ia 的倍数， 

所以由归纳法知，对任意 n i ， na 都是 ia 的倍数，但 1a 不是 ia 的倍数， 

这与 na 是周期数列矛盾， 

所以 1a 是数列 na 的最大项，从而当 2n  时， 1 1n na a a−− = ， 

再证明当 n是奇数时， na 是 1a 的奇数倍；当 n是偶数时， na 是 1a 的偶数倍， 

事实上，当 1n = 时结论成立，假设 n k= 时成立， 

当 1n k= + 时，由 1 1k Ka a a 知，结论也成立， 

所以，当 1ia a ， i 的值只能是奇数， 

所以集合 11 2018 ii a a  = 的元素个数最多有 1009 个； 

下证集合 11 2018 ii a a  = 的元素个数可以是1 1009的所有整数， 

事实上，对于 2019i = ，可取数列为： 1 1 1 1

1

,0 , ,0, ,0, , ,0,a a a a

个周期

 

即所有的奇数项均等于 1a ，所有的偶数项均等于 0，此时，数列为“Y﹣数列”，且 2T = ， 

对于任意整数1 1009t ，构造数列的前 2018 项如下： 

1 1 1 1 1 1

1 1

1009

,0, ,0, , ,0, ,0, ,0, , ,0

t t

a a a a a a

−

− − −

组 组

共 组 共 组

， 

由于数列是无穷数列，故可取 =2018T ，显然满足数列是“Y﹣数列”， 

综上，集合 11 2018 ii a a  = 的元素个数的所有可能值的个数是 1009. 

【点睛】方法点睛：与数列的新定义有关的问题的求解策略： 

①通过给出一个新的数列的定义，或约定一种新的运算，或给出几个新模型来创设新问题的情景，要求在

阅读理解的基础上，依据题目提供的信息，联系所学的知识和方法，实现信息的迁移，达到灵活解题的目

的； 

②遇到新定义问题，应耐心读题，分析新定义的特点，弄清新定义的性质，按新定义的要求，“照章办

事”，逐条分析，运算，验证，使得问题得以解决. 
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