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北京汇文中学教育集团 2023-2024 学年度第二学期 

开学测试 

高三年级   数学学科 

本试卷共 6 页，共 150 分.考试时长 120 分钟.考生务必将答案答在答题卡上，在试卷

上作答无效. 

一、选择题(每题 4 分，共 40 分) 

1．设集合  |1 1 5A x x    ，  | 2B x x  ，则 R( )A B （    ） 

A． | 0 4x x   B． | 0 2x x   C． | 4x x   D．  | 2 4x x   

2.已知命题 :p “ 0a  ，有 e 1a  成立”，则 p 为（    ） 

A. 0a  ，有e 1a  成立    B. 0a  ，有e 1a  成立 

C. 0a  ，有e 1a  成立    D. 0a  ，有e 1a  成立 

3.已知复数2 1 3iz z   ，其中 i 是虚数单位， z 是 z的共轭复数，则 z （    ） 

A. 1 i  B. 1 i            C. 1 i        D. 1 i   

4.某生产厂商更新设备，已知在未来 x年内，此设备所花费的各种费用总和 y（万元）与  

   x满足函数关系 24 64y x  ，若欲使此设备的年平均花费最低，则此设备的使用年限 x 

   为（     ） 

A. 6                B. 5             C. 4                 D. 3  

5.设
0.3 0.51

2 , ( ) , ln 2
2

a b c   ，则（     ） 

A. c b a       B. c a b       C. a b c        D.b a c   

6.已知 (1 2 )nx 的展开式中第 3 项与第 5 项的二项式系数相等，则 (1 2 )nx 的展开式的各项系

数之和为（    ） 

A. 62  B. 82  C. 63  D. 83  

7.已知无穷数列{an}满足 an+1＝an+t（t为常数），Sn为{an}的前 n项和，则“t≥0”是“{an}和{Sn}都

有最小项”的（  ） 

A. 充分而不必要条件 B. 必要而不充分条件 C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件 
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8. 已知函数 ( ) 3 sin( )g x x   ， ( )g x 图

象上每一点的横坐标缩短到原来的
1

2
，得

到 ( )f x 的图象， ( )f x 的部分图象如图所

示，若
2

AB BC AB  ，则等于

（    ） 

A. 
12


 B. 

6


         C. 

4


 D. 

2


 

9. 已知M 是圆
2 2: 1C x y  上一个动点，且直线 1 : 3 0l mx ny m n    与直线

2 2

2 : 3 0( , R, 0)l nx my m n m n m n       相交于点 P，则 PM 的取值范围是（    ） 

A. [ 3 1,2 3 1]      B. [ 2 1,3 2 1]    

C. [ 2 1,2 2 1]      D. [ 2 1,3 3 1]   

10.已知数列{ }na 的通项公式为 13na n  ，若满足 1 19k k ka a a m     的整数 k 恰有 2

个，则m 可取到的值有（    ） 

A.有 3 个      B.有 2 个       C.有 1 个       D.不存在 

二、填空题(每题 5 分，共 25 分) 

11.函数

1
1, 0

( )

2 1, 0x

x
f x x

x


 

 
  

的值域为________． 

12.已知抛物线
2 4x y 上一点  ,1P m ，则抛物线的准线方程为________；点 P到焦点的距离

为________． 

13. 在 ABC 中， 1a  ， 7b  ，且 ABC 的面积为
3

2
，则c  ________. 
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14 已知双曲线
2 2

2 2
: 1

x y
C

a b
  （ 0a  ， 0b  ）的左焦点为 F ，右顶点为 A ，过 F 作C 的一条

渐近线的垂线 FD， D 为垂足．若 | | | |DF DA ，则C 的离心率为__________. 

15. 如图，在直角梯形 ABCD中，E为CD的中点，BC CD ， AE CD ，M，N分别是

AD ， BE 的中点，将 ADE 沿 AE 折起，使点 D不在平面 ABCE内，则下列命题中正确的

序号为______． 

① //MN AB ； 

②MN AE ； 

③ / /MN 平面CDE ； 

④存在某折起位置，使得平面BCD平面 ABD． 

三、解答题（本大题共 6 小题，共 85 分. 解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤） 

16. （本小题满分 13 分） 

已知函数 ，且 图象的相邻两条对称轴之间的距离

为 ，再从条件①、条件②、条件③中选择两个作为一组已知条件． 

（I）求 的解析式： 

（II）若 图象的对称轴只有一条落在区间 ， 上，求 的取值范围． 

条件①： 的最小值为 ； 

条件②： 图象的一个对称中心为 ， ； 

条件③： 的图象经过点 ， ． 

  

( ) sin( )( 0, 0,| | )
2

f x A x A


        ( )f x

2



( )f x

( )f x [0 ]a a

( )f x 2

( )f x
5

(
12


0)

( )f x
5

(
6


1)
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17. （本小题满分 13 分） 

每年 8 月 8 日为我国的全民健身日,倡导大家健康、文明、快乐的生活方式．为了激发学生

的体育运动兴趣,助力全面健康成长,某中学组织全体学生开展以体育锻炼为主题的实践活动．为

了解该校学生参与活动的情况,随机抽取 100 名学生作为样本,统计他们参加体育锻炼活动时间

(单位:分钟),得到下表： 

 

（1）从该校随机抽取 1 名学生,若已知抽到的是女生,估计该学生参加体育锻炼活动时间在

[50,60) 的概率； 

（2）从参加体育锻炼活动时间在[80,90)和[90,100) 的学生中各随机抽取 1 人,其中初中学生

的人数记为 X,求随机变量 X的分布列和数学期望； 

（3）假设同组中每个数据用该组区间中点值代替,样本中的初中、高中学生参加体育锻炼活动

时间的平均数分别记为 1 2,  ．写出一个 m的值,使得 1 2  (结论不要求证明). 
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18. （本小题满分 15 分） 

如图，在三棱锥P ABQ 中， PB 平面 ABQ， 2BA BP BQ   ，D，C，E，F分别是

AQ，BQ，AP，BP 中点， AB BQ ，PD与 EQ交于点 G，PC与 FQ交于点 H，连接 GH． 

（I）求证： AB GH∥ ； 

（II）求平面 PAB与平面 PCD所成角 余弦值； 

（III）求点 E到平面 PCD的距离． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

19.（本小题满分 14 分） 

已知     01 ekxf x x k  ， . 

（I）若 1k  ，求  f x 在   0, 0f 处的切线方程； 

（II）设    g x f x ，求  g x 的单调区间； 

（III）求证：当 0k  时，  , 0,m n   ，      1f m n f m f n    . 

  

的的



6 

 

20．（本小题满分 15 分） 

已知椭圆
2 2

2
: 1

4

x y
C

b
  的左顶点 A 与上顶点 B 的距离为 6 ． 

（I）求椭圆C 的方程和焦点的坐标； 

（II）直线 AP 与椭圆C 的另一公共点为点P ，线段 AP 的垂直平分线分别与线段 AP 、x 轴、

y 轴相交于不同的三点 , ,M H Q . 

（i）求证：点 ,M Q 关于点 H 对称； 

（ii）若 PAQ 为直角三角形，求点 P 的横坐标． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21.（本小题满分 15 分） 

有限数列 1 2: , , , .( 3)n nA a a a n    同时满足下列两个条件： 

① 对于任意的 ,i j （1 i j n   ），
i ja a ； 

② 对于任意的 , ,i j k（1 i j k n    ），
i ja a ，

j ka a ， i ka a 三个数中至少有一个数是数

列 nA 中的项. 

（Ⅰ）若 4n  ，且 1 1a  ， 2 2a  ， 3a a ， 4 6a  ，求a 的值； 

（Ⅱ）证明：2,3,5不可能是数列 nA 中的项； 

（Ⅲ）求n 的最大值. 
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参考答案： 

一、选择题 

1-10:DCACB，CCABA 

二、填空题 

11. ( 1,0] (1, )   12.    ①. 1y       ②. 2 

13. 2 或 2 3       14. 2    15.②③ 

16.（Ⅰ）由于函数 图象上两相邻对称轴之间的距离为 ， 

所以 的最小正周期 ， ． 

此时 ． 

选条件①②： 

因为 的最小值为 ，所以 ． 

因为 图象的一个对称中心为 ， 

所以 ， 

所以 ， 

因为 ，所以 ，此时 ， 

所以 ． 

选条件①③： 

因为 的最小值为 ，所以 ． 

( )f x
2



( )f x 2
2

T


  
2

2
T


  

( ) sin(2 )f x A x  

( )f x A 2A 

( )f x
5

( , 0 )
12



5
2 ( )

12
k k Z


    

5
( )

6
k k Z


   

| |
2


 

6


  1k 

( ) 2sin(2 )
6

f x x


 

( )f x A 2A 
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因为函数 的图象过点 ， 

则 ，即 ， ． 

因为 ，所以 ， 

所以 ， ， 

所以 ． 

选条件②③： 

因为函数 的一个对称中心为 ， 

所以 ， 

所以 ． 

因为 ，所以 ，此时 ． 

所以 ． 

因为函数 的图象过点 ， 

所以 ，即 ， ， 

所以 ， 

( )f x
5

( , 1)
6




5
( ) 1

6
f


 

5
2sin( ) 1

3


  

5 1
sin( )

3 2


  

| |
2


 

7 5 13

6 3 6

  
  

5 11

3 6

 
  

6


 

( ) 2sin(2 )
6

f x x


 

( )f x
5

( , 0 )
12



5
2 ( )

12
k k Z


    

5
( )

6
k k Z


   

| |
2


 

6


  1k 

( ) sin(2 )
6

f x A x


 

( )f x
5

( , 1 )
6




5
( ) 1

6
f


 

5
sin( ) 1

3 6
A

 
  

11
sin 1

6
A


 

2A 
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所以 ． 

（Ⅱ）因为 ， ，所以 ， 

因为 图象的对称轴只有一条落在区间 ， 上， 

所以 ， 

得 ， 

所以 的取值范围为 ． 

17.解：女生共有6 9 10 10 6 4 45      人 

记事件 A 为“从所有调查学生中随机抽取 1 人，女生被抽到” 

事件 B为“从所有调查学生中随机抽取 1人，参加体育活动事件在[50,60) ” 

由题意可知，
45 9

( ) , ( )
100 100

P A P AB   

因此

9

( ) 1100( )
45( ) 5

100

P AB
P B A

P A
    

所以从该校随机抽取 1 名学生，若已知抽到的是女生， 

估计该学生参加体育活动时间在[50,60) 的概率为
1

5
 

（2）由题知,X的所有可能值为 0,1,2, 

参加体育实践活动时间在 80,90 的学生总人数为15，其中初中生10人， 

参加体育实践活动时间在 90,100 的学生总人数为12，其中初中生8人， 

记事件 C 为“从参加体育活动时间在[80,90）的学生中随机抽取 1 人,抽到的是初中学生”,事件

D为“从参加体育活动时间在[90,100）的学生中随机抽取 1 人,抽到的是初中学生”, 

( ) 2sin(2 )
6

f x x


 

[0x ]a 2 [ , 2 ]
6 6 6

x a
  

  

( )f x [0 ]a

3
2

2 6 2
a

  
 

2

6 3
a

 


a
2

[ , )
6 3

 
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由题意知,事件 C,D相互独立, 

且    
10 2 8 2

,
15 3 12 3

P C P D    , 

所以        
1 1 1

0
3 3 9

P X P CD P C P D      , 

           
2 1 1 2 4

1
3 3 3 3 9

P X P CD CD P C P D P C P D         , 

       
2 2 4

2
3 3 9

P X P CD P C P D      , 

所以 x 的分布列为： 

X  0  1 2  

P  
1

9
 

4

9
 

4

9
 

故 X的数学期望  
1 4 4 4

0 1 2
9 9 9 3

E X        . 

（3）根据男女生人数先补全初中学生各区间人数： 

   

[50,100) 内初中生的总运动时间 1 8 55 11 65 11 75 10 85 8 95 3590t            , 

[50,100) 内高中生的总运动时间 2 13 55 12 65 7 75 5 85 4 95 2825t            , 

 1

1 2390
25 11 3590 25

59 59
m

m m
        

,  2

1 1800
25 2825 25

41 41
m

m m
    

 
, 
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由 1 2  可得
2390 1800

59 41m m


 
，解得 0 1m  或 . 

18.【小问 1 详解】 

因为 D，C，E，F分别是 AQ，BQ，AP，BP的中点， 

所以 EF∥AB，DC∥AB，所以 EF∥DC． 

又因为 EF平面 PCD，DC⊂平面 PCD， 

所以 EF∥平面 PCD． 

又因为 EF⊂平面 EFQ，平面 EFQ 平面 PCD＝GH， 

所以 EF∥GH，又因为 EF∥AB，所以 AB∥GH. 

【小问 2 详解】 

因为 AB BQ ，PB⊥平面 ABQ，所以 BA，BQ，BP两两垂直． 

以点 B为坐标原点，分别以 BA，BQ，BP所在直线为 x轴、y轴、z轴建立如图所示的空间直

角坐标系．·1   

 

由 2BA BP BQ   ，则 (2,0,0), (1,1,0), (0,1,0), (0,0,2)A D C P ， 

所以 ( 1,1,0), ( 1, 1,2)AD DP     ， (0, 1,2)CP   . 

设平面 PAB的一个法向量为m

，则可取 (0,1,0)m



  

设平面 PDC的一个法向量为 n ＝(x，y，z)， 

由 0n DP  ， 0n CP  ， 

得
2 0

2 0

x y z

y z

   

  

，取 z＝1，得n ＝(0，2，1)． 
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所以 cos〈 ,m n〉＝
0 2 0 2 5

51 5

m n

m n

  
 


， 

所以平面 PAB与平面 PCD所成角的余弦值为
2 5

5
． 

【小问 3 详解】 

由点到平面的距离公式可得
| | | 0 1 0 | 5

55| |

PE n
d

n





  
   ， 

即点 E到平面 PCD的距离为
5

5
. 

19. 【小问 1 详解】 

当 1k  时，        1 2,e ex xx xf x f x    ， 

故  f x 在   0, 0f 处的切线斜率为     020 0 e 2f    ，而     00 10 1ef    ， 

所以  f x 在   0, 0f 处的切线方程为 1 2( 0)y x   ，即2 1 0x y   . 

小问 2 详解】 

由题意得      1 kxkx kg x f x    e ，则    2 kxg x k kx k   e ， 

当 0k  时，   1g x  为常数函数，没有单调递增区间； 

当 0k  时，令    2 0kxkx kg x k   e ，即
2

2 0, 1kx k x
k

       ， 

当 0k  时，令    2 0kxkx kg x k   e ，即
2

2 0, 1kx k x
k

       ， 

故 0k  时，  g x 没有单调递增区间； 0k  时，单调递增区间为
2

( 1 , )
k

   . 

【小问 3 详解】 

证明：由（2）可知，当 0k  时，    g x f x 在  0,  上单调递增，而

   0 0 1 0g f k    ， 

即 0f x 在  0,  上恒成立，故  f x 在  0,  上单调递增， 

设 ( ) ( ) ( )h x f x m f x   ，则 ( ) ( ) ( )h x f x m f x     ， 

【
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因为  0,m  ，则 x m x  ，故 ( ) ( ), ( ) 0f x m f x h x      ， 

所以 ( ) ( ) ( )h x f x m f x   在  0,  上单调递增，而  0,n  ， 

则 ( ) (0)h n h ，即 ( ) ( ) ( ) (0)f n m f n f m f    ，而  0 1f  ， 

故 ( ) ( ) ( ) 1f n m f n f m    ，即      1f m n f m f n    . 

 

20.解：(Ⅰ) 依题意，有 24 6b                                 

所以 2b                                            

椭圆方程为 
2 2

1
4 2

x y
                                

焦点坐标分别为 1 2( 2,0), ( 2,0),F F                   

（Ⅱ）(i)方法 1： 

设
0 0( , )P x y ，则

2 2
0 0 1
4 2

x y
                            

依题意
0 02, 0x y   ， ( 2,0),A   

所以 0 02
( , )

2 2

x y
M


                                  

所以直线 PA的斜率 0

0 2
Ap

y
k

x



                                 

因为 PA MQ ，所以 1PA MQk k                        

所以直线MQ的斜率 0

0

2
MQ

x
k

y


                                

所以直线MQ的方程为 0 0 0

0

2 2
( )

2 2

y x x
y x

y

 
          

令 0x  ，得到 0 0 0

0

( 2)( 2)

2 2
Q

y x x
y

y

 
                          

因为
2 2

0 0 1
4 2

x y
                                     

所以 0

2
Q

y
y    ， 所以 0(0, )

2

y
Q                      
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所以 H 是 ,M Q 的中点，所以点 ,M Q 关于点 H 对称      

方法 2： 

设
0 0( , )P x y ，直线 AP的方程为 ( 2)y k x   

联立方程

2 2

1
4 2

( 2)

x y

y k x


 


  

 

消元得 2 2 2 2(1 2 ) 8 8 4 0k x k x k                      

所以 16 0    

所以
2

0 2

8
( 2)

1 2

k
x

k


  


                            

所以
2

0 2

4 2

1 2

k
x

k

 



 

所以
2

2

4

1 2
M

k
x

k





，

2

2 2

4 2
( 2)
1 2 1 2

M

k k
y k

k k


  

 
 

所以
2

2 2

4 2
( , )
1 2 1 2

k k
M

k k



 
                           

因为 AP MQ ，所以
1

MQK
k

                       

所以直线MQ的方程为
2

2 2

2 1 4
( )

1 2 1 2

k k
y x

k k k


   

 
 

令 0x  ，得到
2

2 2 2

2 1 4 2

1 2 1 2 1 2
Q

k k k
y

k k k k


   

  
     

所以 
2

2
(0, )

1 2

k
Q

k




                                  

所以 H 是 ,M Q 的中点，所以点 ,M Q 关于点 H 对称    

方法 3： 

设
0 0( , )P x y ，直线 AP的方程为 2x ty                               

联立方程 

2 2

1
4 2

2

x y

x ty


 


  

 

            消元得， 2 2( 2) 4 0t y ty                               



15 

 

            因为 0 2

4
0

2

t
y

t
 


，所以 0 2

4

2

t
y

t



                      

所以
2

2

2
M

t
y

t


 2

4

2
Mx

t





，                           

所以
2 2

4 2
( , )

2 2

t
M

t t



 
                                          

因为 AP MQ ，所以
1

MQK
k

                           

所以直线MQ的方程为
2 2

2 4
( )

2 2

t
y t x

t t


   

 
           

令 0x  ，得到
2

2

2
Q

t
y

t





 ，所以

2

2
(0, )

2

t
Q

t




             

所以 H 是 ,M Q 的中点，所以点 ,M Q 关于点 H 对称    

（ii）方法 1： 

因为 APQ△ 为直角三角形， 且 | | | |PQ AQ ，所以 APQ△ 为等腰直角三角形 

所以 | | 2 | |AP AQ    

因为
0 0( , )P x y ， 0(0, )

2

y
Q   

即

2
2 2 2 0

0 0( 2) 2 2
4

y
x y                            

化简，得到 2

0 03 16 12 0x x   ，解得 0 0

2
, 6

3
x x   （舍） 

即点 P的横坐标为
2

3
                                    

方法 2：  

因为 APQ△ 为直角三角形， 且 | | | |PQ AQ ，所以 90AQP  ， 

所以 0AQ PQ   

因为
0 0( , )P x y ， 0(0, )

2

y
Q  ， 

所以 0(2, )
2

y
AQ   ， 0

0

3
( , )

2

y
PQ x                      
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所以 0 0

0

3
(2, ) ( , ) 0

2 2

y y
x      

即
2

0

0

3
2 + =0

4

y
x                                       

因为
2 2

0 0 1
4 2

x y
     

化简，得到 2

0 03 16 12 0x x   ，解得 0 0

2
, 6

3
x x   （舍） 

即点 P的横坐标为
2

3
                                  

方法 3： 

因为 APQ△ 为直角三角形，且 | | | |PQ AQ ，所以 90AQP    

所以 | | 2 | |AP MQ    

因为
0 0( , )P x y ， 0(0, )

2

y
Q  ， 0 02

( , )
2 2

x y
M


 

所以  
2 2 2 20

0 0 0

2
2 2 ( )

2

x
x y y


                        

化简得到 2

0 08 3 0x y   

因为
2 2

0 0 1
4 2

x y
     

化简，得到 2

0 03 16 12 0x x   ，解得 0 0

2
, 6

3
x x   （舍） 

即点 P的横坐标为
2

3
                                   

方法 4： 

因为 APQ△ 为直角三角形，所以 90AQP    

所以点 , ,A P Q 都在以 AP 为直径的圆上， 

因为
0 0( , )P x y ， 0(0, )

2

y
Q  ，  2,0A   

所以有 2 2 2 2 20 0

0 0

2 1
( ) ( ) ( ( 2) )

2 2 2

x y
x y x y

 
            
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所以 
2

0

0

3
2 0

4

y
x    

因为
2 2

0 0 1
4 2

x y
     

化简，得到 2

0 03 16 12 0x x   ，解得 0 0

2
, 6

3
x x   （舍） 

即点 P的横坐标为
2

3
                                 

21.解：（Ⅰ）由①，得2 6a  . 

由②，当 2i  ， 3j  ， 4k  时. 2a , 6a ,12中至少有一个是数列1，2 ，a ，6 中

的项，但6 6a  ，12 6 ，故2 6a  ，解得 3a  . 

经检验，当 3a  时，符合题意.                             ………………4 分 

 （Ⅱ）假设2,3,5是数列 nA 中的项，由②可知：6，10，15 中至少有一个是数列 nA 中的项，

则有限数列 nA 的最后一项 5na  ，且 4n  . 

由①， 1 2 3 1n n n na a a a      .                            ………………5 分 

        对于数 2 1, ,n n na a a  ，由②可知： 2 1n n na a a   ；对于数 3 1, ,n n na a a  ，由②可知：

3 1n n na a a   .                                                     ………………6 分 

       所以 2 3n na a  ，这与①矛盾. 

       所以 2,3,5不可能是数列 nA 中的项.                          ………………8 分 

 （Ⅲ）n 的最大值为9，证明如下：                              ………………9 分 

 （1）令
9

1 1 1
: 4, 2, 1, , ,0, ,1,2

2 4 2
A      ，则 9A 符合①、②.       ………………12 分 

 （2）设 1 2: , , , ( 3)n nA a a a n    符合①、②，则： 

         （ⅰ） nA 中至多有三项，其绝对值大于 1. 

          假设 nA 中至少有四项，其绝对值大于 1，不妨设 ia ，
ja ， ka ， la 是 nA 中绝对

值最大的四项，其中1 | | | | | | | |i j k la a a a    . 

则对 ia ， ka ， la 有 | | | |i l la a a ，| | | |k l la a a ，故 i la a ， k la a 均不是数列 nA 中的项，即

i ka a 是数列 nA 中的项.  

同理：
j ka a 也是数列 nA 中的项. 

 但 | | | |i k ka a a ， | | | |j k ka a a . 

所以 
i k j k la a a a a  . 

所以 
i ja a ，这与①矛盾. 

（ⅱ） nA 中至多有三项，其绝对值大于 0 且小于 1. 
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假设 nA 中至少有四项，其绝对值大于 0 且小于 1，类似（ⅰ）得出矛盾. 

（ⅲ） nA 中至多有两项绝对值等于 1. 

（ⅳ） nA 中至多有一项等于 0. 

综合（ⅰ），（ⅱ），（ⅲ），（ⅳ）可知 nA 中至多有 9 项.  

             ………………15 分 

由（1），（2）可得，n 的最大值为 9. 
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