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11月 8日北京九中 2023~2024学年度第一学期期中高二数学 8
一、单选题（本大题共 14小题，共 70.0分。在每小题列出的选项中，选出符合题目的一项）

1.已知�，�是两条不同的直线，�，�是两个不同的平面，下列结论正确的是( )

A. 若� ⊥ �，� ⊂ �，则� ⊥ � B. 若�//�，� ⊂ �，则�/ ​ /�

C. 若�/​ /�，� ⊂ �，� ⊂ �，则�/ ​ /� D. 若� ⊥ �，�/ ​ /�，则� ⊥ �

【答案】D

【解析】【分析】

本题考查直线与直线、直线与平面的位置关系，考查空间想象能力，属于基础题．

结合条件逐项判断即可．

【解答】

解：对于�，由线面垂直的判定定理可知当直线�垂直平面�内的两条相交直线时，� ⊥ �才成立，所以�不正

确；

对于�，若�//�，� ⊂ �，则�//�或�，�异面，所以�不正确；

对于�，若�/ ​ /�，� ⊂ �，� ⊂ �，则�/ ​ /�或异面，不正确；

对于�，若� ⊥ �，�/​ /�，则� ⊥ �，正确．

2.直线 3� − � + 1 = 0 的倾斜角为

( )

A. �
4 B. �

6 C. �
3 D. 2�

3

【答案】C

【解析】【分析】

本题考查求直线的倾斜角，属于基础题．

根据斜率与倾斜角的关系即可求．

【解答】

解：化直线 3� − � + 1 = 0 为 � = 3� + 1 ，所以直线的斜率 � = 3 ，

令直线的倾斜角为 � ，则 tan� = 3 ， ∵ 0 ≤ � < � ， ∴ � = �
3 ．

故选：�．

3.已知圆�的方程为 � − 1 2 + �2 − 2 = 0，则圆心�的坐标为

( )

A. −1,0 B. 1,2 C. 1,0 D. 1, − 2
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【答案】C

【解析】【分析】

本题考查圆的标准方程，属于简单题．

将圆�的方程转化为标准形式，再得到圆心�的坐标即可．

【解答】

解：圆�的方程为 � − 1 2 + �2 − 2 = 0，则圆�的标准方程为 � − 1 2 + �2 = 2，

所以圆心�的坐标为(1,0)．

故选：�．

4.如图，在三棱柱��� − ���中，�，�分别是��，��的中点，������� = �������� + ������� + �������� ，则� + � + � =( )

A. 1 B. −1 C. 0.5 D. −2

【答案】B

【解析】【分析】

本题考查空间向量的线性运算，属于基础题．

根据空间向量的线性运算可得������� = ������ + ������� + ������� = 1
2 ������� − ������ − 1

2 ������� ，可得�，�和�的值，从而得出� + � +

�的值．

【解答】

解：∵在三棱柱��� − ���中，�，�分别是��，��的中点，

则������� = ������ + ������� + �������

=
1
2 ������ + ������� − ������ −

1
2 �������

=−
1
2 ������� − ������ +

1
2 �������
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= 1
2 ������� − ������ − 1

2 ������� ，

而依题意，������� = �������� + ������� + �������� ，

所以� = 1
2，� =− 1，� =− 1

2，

所以� + � + � =− 1．

故选 B．

5.已知直线�1，�2，�3的斜率分别是�1，�2，�3，如图所示，则

( )

A. �1 < �2 < �3 B. �3 < �2 < �1 C. �1 < �3 < �2 D. �3 < �1 < �2

【答案】C

【解析】【分析】

本题考查倾斜角与斜率、正切函数的单调性，是基础题

解题时根据倾斜角范围判断结合正切函数的性质可判定结果．

【解答】解：设直线�1，�2，�3的倾斜角分别为�1，�2，�3，

根据直线的倾斜角概念及题图，可得0∘ < �3 < �2 < 90∘ < �1 < 180∘．

再由斜率� = tan�及正切函数的单调性可得 tan�1 < tan�3 < tan�2，

故�1 < �3 < �2.故选 C．

6.已知�、�、�是直线，�是平面，且� ⊂ �，�/ ​ /�，则“� ⊥ �，� ⊥ �”是“� ⊥ �”的( )

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件

C. 充要条件 D. 既不充分又不必要条件

【答案】B

【解析】解：由�/ ​ /�得：

存在�′ ⊂ �，满足�//�′，
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若� ⊥ �，则直线�垂直平面�中任意一条直线，

∵ � ⊂ �，�′ ⊂ �，∴ � ⊥ �，� ⊥ �′，

∵ �//�′，∴ � ⊥ �′，

∵ � ⊥ �，� ⊥ �，�，�是否相交不确定，∴ � ⊥ �不一定成立，

∴“� ⊥ �，� ⊥ �”是“� ⊥ �”的必要不充分条件．

故选：�．

由线面垂直的判定与性质定理即可得出．

本题考查了线面垂直的判定与性质定理、充分条件、必要条件等基础知识，是基础题．

7.直线�的一个方向向量为�1���� = (1,2,1)，平面�的一个法向量�2���� =− (2,4,2)，则直线�与平面�( )

A. 平行 B. 垂直 C. 相交 D. 不能确定

【答案】B

【解析】解：因为直线�的一个方向向量为�1���� = (1,2,1)，平面�的一个法向量�2���� =− (2,4,2)，

所以�2���� =− 2�1���� ，

即�1���� //�2���� ，

故直线� ⊥平面�．

故选：�．

由题意�2���� =− 2�1���� ，根据直线与平面垂直的判定定理判断即可．

本题考查了直线与平面垂直的判定，属于基础题．

8.已知向量��� ，��� ，��� 两两之间的夹角都为 60°，其模都为 1，则|��� − ��� + 2��� | =( )

A. 5 B. 5 C. 6 D. 6

【答案】A

【解析】【分析】

本题主要考查空间向量的数量积运算，求向量的模，属于较易题．

由题意可得��� 2 = ���
2

= ��� 2 = 1，且��� ⋅ ��� = ��� ⋅ ��� = ��� ⋅ ��� = 1
2，再根据|��� − ��� + 2��� | = (��� − ��� + 2��� )2，计算求得

结果．

【解答】

解：已知向量��� 、��� 、��� 两两之间的夹角都为 60°，其模都为 1，

则有��� 2 = ���
2

= ��� 2 = 1，且��� ⋅ ��� = ��� ⋅ ��� = ��� ⋅ ��� = 1 × 1 × ���60° = 1
2，
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∴ |��� − ��� + 2��� | = (��� − ��� + 2��� )2

= ��� 2 + ���
2

+ 4��� 2 − 2��� ⋅ ��� + 4��� ⋅ ��� − 4��� ⋅ ���

= 1 + 1 + 4 − 1 + 2 − 2 = 5．

故选 A．

9.直线� + �� − 7 = 0 与直线(� + 1)� + 2� − 14 = 0 平行，则�的值是

( )

A. 1 B. −2 C. 1 或−2 D. −1 或 2

【答案】B

【解析】【分析】

本题主要考查两条直线平行的应用及直线的一般方程，属于基础题．

【解答】

解：∵直线� + �� − 7 = 0 与直线(� + 1)� + 2� − 14 = 0 平行，

∴ 1 × 2 − �(� + 1) = 0，解得� =− 2 或 1，

当� = 1 时，两条直线重合，故� =− 2．

10.已知直线 2� + �� − 1 = 0 与直线 3� − 2� + � = 0 垂直，垂足为 2, � ，则� + � + �的值为

( )

A. −6 B. 6 C. 4 D. 10

【答案】A

【解析】【分析】

本题考查直线的一般式方程和垂直关系，属基础题．

由直线的垂直关系可得�值，再由垂足在两直线上可得�、�的方程组，解方程组计算可得．

【解答】

解：∵直线 2� + �� − 1 = 0 与直线 3� − 2� + � = 0 垂直，

∴ 2 × 3 + ( − 2)·� = 0，解得� = 3，

由垂足在两直线上可得
4 + 3� − 1 = 0
6 − 2� + � = 0 ,

解得� =− 1 且� =− 8，∴ � + � + � =− 6，

故选：�．

11.已知长方体���� − �1�1�1�1, �� = 1, �� = 2, ��1 = 2，则异面直线��1与��所成角的余弦值为

( )
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A. 0 B.
​

5
5

C. 5
3

D.
​

6
3

【答案】B

【解析】【分析】

本题考查异面直线所成的角，考查了推理能力与计算能力，属于基础题．

建立空间直角坐标系，求得��1������ ，������� 的坐标，利用向量夹角公式即可得出．

【解答】

解：在长方体���� − �1�1�1�1中，已知棱长�� = 1，�� = 2，��1 = 2，

以�为坐标原点，��，��，��1分别为�，�，�轴建立空间直角坐标系，

则�(2,0,0)，�1(0,1,2)，�(2,1,0)，�(0,0,0)，

��1������ = −2,1,2 ，������� = −2, − 1,0 ，

��1������ = −2 2 + 12 + 22 = 3， ������� = −2 2 + −1 2 + 02 = 5，

cos < ��1������ ，������� >= ��1������� ·��������

��1������� · �������� = 3
3 5 = 5

5 ．

故选 B．

12.已知两定点�( − 3,5)，�(2,8)，动点�在直线� − � + 1 = 0 上，那么|��| + |��|的最小值为

( )

A. 5 13 B. 34 C. 5 5 D. 2 26

【答案】D

【解析】【分析】

本题考查点关于直线对称的应用，属于中档题．

求出点�关于直线� − � + 1 = 0 的对称点�′，则 �′� 即为所求．

【解答】

解：设点�关于直线� − � + 1 = 0 的对称点为�′(�, �)．
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则

�−5
�+3 =− 1
�−3

2 − �+5
2 + 1 = 0

，解得
� = 4
� =− 2 ,

所以�′(4, − 2)．

得|��| + |��| = ��′ + �� ，可知当�′，�，�三点共线的时候取最小值，

即 ��′ + �� ⩾ �′� ，

又 �′� = 2 − 4 2 + 8 + 2 2 = 2 26．

故选 D．

13.“阿基米德多面体”也称为半正多面体(���� − ������������)，是由边数不全相同的正多边形为面围成

的多面体，它体现了数学的对称美．如图所示，将正方体沿交于一顶点的三条棱的中点截去一个三棱锥，

共可截去八个三棱锥，得到八个面为正三角形、六个面为正方形的一种半正多面体．已知�� = 3 2
2
，则该

半正多面体外接球的表面积为

A. 18� B. 16� C. 14� D. 12�

【答案】A

【解析】【分析】

本体考查简单多面体的结构特征，球的表面积公式，属于中档题．

根据题意分析多面体的特点，从而可求出外接球的表面积．

【解答】解：由已知，�� = 3 2
2
故该几何体是由棱长为 3 的正方体截去 8 个角，

其中截去的每一个角均是底面是边长为3 2
2
，侧棱长为

3
2的正三棱锥，

根据几何体的对称性可知，该几何体的外接球球心仍为原正方体中心，

中心到各个顶点的距离相等，均为� = 3
2

2
+ 3

2

2
= 3 2

2
，

即� = 3 2
2
，



第 8页，共 20页

∴该二十四等边体外接球的表面积为� = 4��2 = 4� × ( 3 2
2 )2 = 18�，

故选：�．

14.若点�为点�在平面�上的正投影，则记� = ��(�).如图，在棱长为 1 的正方体���� − �1�1�1�1中，记

平面��1�1�为�，平面����为�，点�是棱��1上一动点(与�、�1不重合)�1 = ��[��(�)]，�2 = ��[��(�)].

给出下列三个结论：

①线段��2长度的取值范围是
1
2 , 2

2 ；

②存在点�使得��1//平面�；

③存在点�使得��1 ⊥ ��2．

其中，所有正确结论的序号是

( )

A.①②③ B.②③ C.①③ D.①②

【答案】D

【解析】【分析】

本题考查命题的真假判断，考查新定义问题，考查空间位置关系等，属于难题．

根据定义可设点�在�内投影为�′，则��′ = 2
2 �1�，设�′在�内投影为�1，则��1 = 2

2 ��′ = 1
2 �1�，

逐一进行判断即可

【解答】

解：设点�在�内投影为�′，则��′ = 2
2 �1�，设�′在�内投影为�1，则��1 = 2

2 ��′ = 1
2 �1�，
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①当�为��1中点时，距�2最近，|��2| = 1
2，当�在�1时，|��2|最大，此时|��2| = 2

2
，

因为�与�不重合，所以，|��2|的范围是[ 1
2 , 2

2 )，故①正确；

②由条件可知，�，�1，�2在平面�1��中，将其画出，假设��1//�成立，则��1//�1�，

设�� = �，则�� = �，所以�1� = 2�� = 2�，�� + ��1 = � + 2� = 3� = 1，则� = 1
3，

所以��1 = 1
3，�� = 1

3，即存在点�使得��1//�，故②正确；

③设��1 = �，以�为原点建系得�1( − �, 0)，�(0,1 − 2�)，�2( − 1
2 , 1

2 )，

假设��1 ⊥ ��2.则��1������ ⋅ ��2������ = 0，

即( − �, 2� − 1) ⋅ ( − 1
2 , 2� − 1

2 )

= 4�2 − 5
2 � + 1

2 = 0，此时� < 0，方程无解，故③不成立，

故选 D．

二、填空题（本大题共 5小题，共 25.0分）

15.已知直线�的方程为 3� + 4� −  12 = 0，直线�与坐标轴交于�，�两点，则△ ���的面积为 ．

【答案】6

【解析】【分析】

略

【解答】

略

16.在正方体���� − �1�1�1�1中，�� = 2，则������� ⋅ ��1������ = ．

【答案】2
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【解析】【分析】

本题考查空间向量的数量积计算，属于基础题．

【解答】

解：在正方体���� − �1�1�1�1中，因为�� = 2，所以������� ⋅ ��1������ = ������� ⋅ ��1������ = 2．

17.已知方程�2 + �2 − 2�� + 4�� + 6�2 − 1 = 0 表示圆，则实数�的取值范围是 ．

【答案】 −1,1

【解析】【分析】

本题考查了圆的一般方程，属于基础题．

�2 + �2 + �� + �� + � = 0 表示圆的条件是�2 + �2 − 4� > 0，构造不等式可得�的范围．

【解答】

解：方程�2 + �2 − 2�� + 4�� + 6�2 − 1 = 0 表示圆，

则 −2� 2 + 4� 2 − 4 6�2 − 1 > 0，化简得�2 − 1 < 0

解得：−1 < � < 1．

故答案为 −1,1 ．

18.已知点� �, � 在直线 3� − 4� + 25 = 0 上，则 �2 + �2的最小值为 ．

【答案】5

【解析】【分析】

本题考查点到直线的距离公式，属于基础题．

据题意可知， �2 + �2表示原点到直线 3� − 4� + 25 = 0 上的点� �, � 的距离，求出原点到直线 3� − 4� +

25 = 0 的距离为 5，从而可得出 �2 + �2的最小值．

【解答】

解：根据题意知， �2 + �2表示原点到直线 3� − 4� + 25 = 0 上的点� �, � 的距离，

∴ �2 + �2大于等于原点到直线 3� − 4� + 25 = 0 的距离，

因为原点到直线 3� − 4� + 25 = 0 的距离为
25
9+16 = 5，

∴ �2 + �2 ≥ 5，

∴ �2 + �2的最小值为 5．

故答案为：5．

19.我国古代数学名著《九章算术》中记载，斜解立方为“堑堵”，即底面是直角三角形的直三棱柱(直三

棱柱为侧棱垂直于底面的三棱柱).如图，棱柱 ABC − A1B1C1为一个“堑堵”，底面���的三边中的最长边与
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最短边分别为��，��，且�� = 5，�� = 3，点�在棱��1上，且�� ⊥ ��1，则当▵���1的面积取最小值时，

异面直线��1与��1所成的角的余弦值为________．

【答案】
2
3

【解析】【分析】

本题考查异面直线所成角的问题，考查线面垂直的判定，考查基本不等式在求最值方面的应用，题目较难．

设直三棱柱的高为�，�� = �，则�1� = � − �，由�� ⊥ ��1，可得� = 16+�2

� ，再证明�1� ⊥平面���，从而

得到�� ⊥ ��1，可得�△���1 = 1
2 × 25 + �2 × 16 + (� − �)2，将� = 16+�2

� 代入，利用基本不等式可求得

当△ ���1的面积取最小值时，� = 2 5，由�1�//��1，所以∠�1��1(或其补角)为异面直线��1与��1所成

的角，从而可求得答案．

【解答】

解：设直三棱柱的高为�，�� = �，则�1� = � − �，

因为△ ���为直角三角形，且�� = 5，�� = 3，则�� = 4．

所以��2 = ��2 + ��2 = 16 + �2，��1
2 = �1�1

2 + �1�2 = 16 + (� − �)2，

由�� ⊥ ��1，则��2 + ��1
2 = ��1

2，即 16 + �2 + 16 + (� − �)2 = �2，整理得� = 16+�2

� ．

由棱柱��� − �1�1�1为一个“堑堵”，则侧棱垂直于底面，且底面是直角三角形．

所以��1 ⊥平面���，又�� ⊂平面���，则��1 ⊥ ��．

又底面���是直角三角形，且最长边为��，则�� ⊥ ��．

又��1、��为平面���1�1内两条相交直线，

所以�� ⊥平面���1�1，�1� ⊂平面���1�1，所以�1� ⊥ ��，且�� ⊥ ��1，��、��为平面���内两条相交

直线，
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所以�1� ⊥平面���，�� ⊂平面���，所以�� ⊥ �1�.

�△���1 =
1
2 × �� × �1� =

1
2 × 25 + �2 × 16 + (� − �)2

=
1
2 × 25 + �2 × 16 +

162

�2 = 2 (25 + �2)(1 +
16
�2)

= 2 41 + �2 + 16×25
�2 ≥ 2 41 + 2 �2 × 16×25

�2 = 18，当且仅当�2 = 16×25
�2 ，即� = 2 5时，取得等号．

故当△ ���1的面积取最小值时，� = 2 5，

由�1�//��1，所以∠�1��1(或其补角)为异面直线��1与��1所成的角．

�1� = � = 16+�2

� = 18 5
5 ，�1� = � − � = 18 5

5 − 2 5 = 8 5
5
，�1� = 16 + ( 8 5

5 )2 = 12 5
5

，

所以 cos∠�1��1 = |��1|
|��1| =

8 5
5

12 5
5

= 2
3．

故答案为：
2
3．

三、解答题（本大题共 5小题，共 55.0分。解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤）

20.(本小题 10.0 分)

已知直线�过点�(2,3)，根据下列条件分别求直线�的方程

(�)直线�的倾斜角等于 120°；

(1�)直线�在�轴、�轴上的截距之和等于 0．

【答案】解：(�)设直线�的斜率为�，则� = ���120° =− 3，

又直线过点�(2,3)，

所以直线的点斜式方程为� − 3 =− 3(� − 2)，

化为一般形式为 3� + � − 3 − 2 3 = 0；

(1�)设直线�在�轴、�轴上的截距分别为�、�，

由题意知，� + � = 0，即� =− �；

①若� =− � = 0 时，则直线�又过点(0,0)，

可得直线�的方程为：3� − 2� = 0；

②若� =− � ≠ 0 时，则直线�的方程为：
�
� + �

−� = 1，

将点�(2,3)代入得：
2
� + 3

−� = 1，解得� =− 1，
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可得直线�的方程为：� − � + 1 = 0；

所以直线�的方程为：3� − 2� = 0 或� − � + 1 = 0．

【解析】本题考查了直线的倾斜角与斜率应用问题，也考查了直线的截距应用问题，是基础题．

(�)利用倾斜角求出直线�的斜率，再利用点斜式写出方程，化为一般式方程；

(1�)设直线�在�轴、�轴上的截距分别为�、�，讨论①� =− � = 0 和②� =− � ≠ 0 时，分别求出直线�的方

程．

21.(本小题 10.0 分)

已知点�( − 2,1)，�(1, − 5)，�(2,3)，直线�经过点�．

(Ⅰ)若� ⊥ ��，求�的方程；

(Ⅱ)若�，�分别到�的距离相等，求�的方程．

【答案】解：(Ⅰ)由题意，得��� = 1−(−5)
−2−1 =− 2．

∵ � ⊥ ��，∴ �� = 1
2．

则�的方程为� − 3 = 1
2 (� − 2)，即� − 2� + 4 = 0．

(Ⅱ)若�的斜率不存在，则�的方程为� = 2，

�，�两点到�的距离分别为 4 和 1，不合题意，

故�的斜率存在，设�的斜率为�，

那么�的方程为� − 3 = �(� − 2)，

即�� − � + 3 − 2� = 0，

由题意，得
|−2�−1+3−2�|

�2+1
= |�+5+3−2�|

�2+1
，

即|2 − 4�| = |8 − �|，解得� =− 2 或� = 2．

则�的方程为 2� + � − 7 = 0 或 2� − � − 1 = 0．

【解析】本题主要考查了直线的倾斜角与斜率，两条直线垂直的判定，直线的点斜式方程，点到直线的距

离的应用，属基础题．

(Ⅰ)根据已知及直线的倾斜角与斜率，两条直线垂直的判定，直线的点斜式方程，直接可求出直线�的方程，

(Ⅱ)注意分类讨论，结合点到直线的距离的计算，即可求出斜率�的值，则�的方程可求．

22.(本小题 11.0 分)

如图，AD//BC 且 AD = 2BC，AD ⊥ CD，EG//AD 且 EG = AD，CD//FG 且 CD = 2FG，DG ⊥平面����，DA =
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DC = DG = 2．

(1)若�为��的中点，�为��的中点，求证：MN//平面���；

(2)求二面角� − BC − �的正弦值；

(3)求直线��到平面���的距离．

【答案】(1)证明：依题意，以�为坐标原点，分别以������� 、������� 、������� 的方向为�轴，�轴，�轴的正方向建立空

间直角坐标系．

可得�(0,0,0)，�(2,0,0)，�(1,2,0)，�(0,2,0)，

�(2,0,2)，�(0,1,2)，�(0,0,2)，�(0, 3
2 , 1)，�(1,0,2)．

设�0���� = (�, �, �)为平面���的法向量，

则
�0���� ⋅ ������� = 2� = 0

�0���� ⋅ ������� = 2� + 2� = 0
，不妨令� =− 1，可得�0���� = (1,0, − 1)；

又�������� = (1, − 3
2 , 1)，可得�������� ⋅ �0���� = 0．

又∵ �� ⊄平面���，

∴ ��/ ​ /平面���；

(2)解：依题意，可得������� = ( − 1,0,0)，������� = (1, − 2,2)，������ = (0, − 1,2)．

设��� = (�1, �1, �1)为平面���的法向量，

则
��� ⋅ ������� =− �1 = 0

��� ⋅ ������� = �1 − 2�1 + 2�1 = 0
，不妨令�1 = 1，可得��� = (0,1,1)．

设���� = (�2, �2, �2)为平面���的法向量，
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则
���� ⋅ ������� =− �2 = 0

���� ⋅ ������ =− �2 + 2�2 = 0
，不妨令�2 = 1，可得���� = (0,2,1)．

因此有 cos < ���� , ��� >= ���� ⋅���
|���� |⋅|��� | = 3 10

10 ，于是 sin < ���� , ��� >= 10
10

．

∴二面角� − �� − �的正弦值为 10
10

．

(3) ∵ ��//��，�� ⊂平面���，�� ⊄平面���，

∵ ��//平面���，

∴ ��到平面���的距离即�到平面���的距离，

设�到平面���的距离为�，������� = (0,0,2)，

则� = |������� ⋅��� |
|��� | = 2

2 = 2.

【解析】本题考查直线与平面平行的判定、空间距离，考查空间角的求法，训练了利用空间向量求解．

(1)依题意，以�为坐标原点，分别以������� 、������� 、������� 的方向为�轴，�轴，�轴的正方向建立空间直角坐标系．求

出对应点的坐标，求出平面���的法向量�0���� 及�������� ，由�������� ⋅ �0���� = 0，结合�� ⊄平面���，可得��/ ​ /平面

���；

(2)分别求出平面���与平面���的一个法向量，由两法向量所成角的余弦值可得二面角� − �� − �的正弦

值．

(3)��到平面���的距离即�到平面���的距离，设�到平面���的距离为�，由� = |������� ⋅��� |
|��� |

可得直线��到平面

���的距离．

23.(本小题 12.0 分)

如图 1，在边长为 4 的菱形����中，∠��� = 60°，点�，�分别是边��，��的中点，�� ∩ �� = �1，�� ∩

�� = �.沿��将△ ���翻折到△ ���的位置，连接��，��，��，得到如图 2 所示的五棱锥� − �����．

(1)在翻折过程中是否总有平面��� ⊥平面���？证明你的结论；

(2)当四棱锥� − ����体积最大时，求直线��和平面����所成角的正弦值；
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(3)在(2)的条件下，在线段��上是否存在一点�，使得二面角� − �� − �余弦值的绝对值为 10
10

？若存在，

试确定点�的位置；若不存在，请说明理由．

【答案】解：(1)在翻折过程中总有平面��� ⊥平面���，

证明如下：∵点�，�分别是边��，��的中点，

又∠��� = 60∘，∴ ��//��，且△ ���是等边三角形，

∵ �是��的中点，

∴ �� ⊥ ��，

∵菱形����的对角线互相垂直，

∴ �� ⊥ ��，

∴ �� ⊥ ��，

∴在五棱锥� − �����中，有�� ⊥ ��，�� ⊥ ��，

∵ �� ∩ �� = �，�� ⊂平面���，�� ⊂平面���，

∴ �� ⊥平面���，��//��，

∴ �� ⊥平面���，

∵ �� ⊂平面���，

∴平面��� ⊥平面���．

(2)由题意知，四边形����为等腰梯形，

且�� = 4，�� = 2，�1� = 3，

所以等腰梯形����的面积� = (2+4)× 3
2 = 3 3，

要使得四棱锥� − ����体积最大，只要点�到平面����的距离最大即可，

∴当�� ⊥平面����时，点�到平面����的距离的最大值为 3，

此时四棱锥� − ����体积的最大值为� = 1
3 × 3 3 × 3 = 3，

直线��和平面����所成角的为∠���，

连接��，在直角三角形△ ���中，�� = 3，�� = 7，

sin∠��� = ��
�� = 3

10 = 30
10

．

(3)假设符合题意的点�存在．

由(2)知，�� ⊥ ��，

又�� ⊥ ��，且�� ∩ �� = �，�� ⊂平面���，�� ⊂平面���，
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即�� ⊥平面���，即��，��，��两两垂直，

以�为坐标原点，��，��，��所在直线分别为�轴、�轴、�轴，建立如图所示空间直角坐标系，

则�(3 3, 0,0)，�(0,1,0)，�(0, − 1,0)，�(0,0, 3)，

故平面���的一个法向量为�1���� = (1,0,0)，

设������� = �������� (0 ≤ � ≤ 1)，

∵ ������� = ( − 3 3, 0, 3)，

������� = ( − 3 3�, 0, 3�)，故�(3 3(1 − �), 0, 3�)，

∴ �������� = (0,2,0)，

�������� = (3 3(� − 1), 1, − 3�)，

平面���的一个法向量为�2���� = (�2, �2, �2)，

则�2���� ⋅ �������� = 0，�2���� ⋅ �������� = 0，

即
2�2 = 0,
3 3(� − 1)�2 + �2 − 3��2 = 0,

取�2 = 3 � − 1 ，所以�2���� = �, 0,3 � − 1 ，

则平面���的一个法向量�2���� = (�, 0,3(� − 1))，

设二面角� − �� − �的平面角为�，

则|cos�| = ��� 1·�2����
��� 1 �2���� = �

�2+9 �−1 2
= 10

10 ，

解得：� = 1
2，

故符合题意的点�存在且�为线段��的中点．
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【解析】本题主要考查了线面垂直的判定定理，面面垂直的判定定理，棱锥的体积，利用空间向量求二面

角，属于难题．

(1)由题意�� ⊥ ��，菱形����中，�� ⊥ ��，则�� ⊥ ��，由线面垂直的判定定理可得�� ⊥平面���，

由面面垂直的判定定理可得平面��� ⊥平面���．

(2)求得等腰梯形����的面积，当�� ⊥平面����时，点�到平面����的距离最大，四棱锥� − ����

体积最大，直线��和平面����所成角为∠���，连接��，在直角三角形△ ���中，求解即可．

(3)假设符合题意的点�存在.以�为坐标原点，��，��，��所在直线分别为�轴、�轴、�轴，建立所示空间

直角坐标系，写出各点坐标，求得平面���的一个法向量，平面���的一个法向量，代入夹角公式可得�

的值，从而得出结果．

24.(本小题 12.0 分)

如图，四边形����为矩形，四边形����为直角梯形，��/ ​ /��，�� ⊥ ��，�� = 2�� = 2�� = 4，∠��� =

��� = 120°，�是��中点．

(1)求证：��//平面���；

(2)求证：�� ⊥ ��；

(3)若二面角� − �� − �的大小为 150°，求线段��的长．

【答案】证明：(1)在��上取一点�，使�� = ��，连��，

矩形����中��//��，�� = ��

∵ ��/ ​ /��，

∴ ��//��，

∴四边形����为平行四边形，

∴ ��//��，�� = ��

∴ ��//��，�� = ��

∴四边形����为平行四边形，



第 19页，共 20页

∴ ��/​ /��，

∵ �� ⊂平面���，�� ⊄平面���，

∴ ��/​ /平面���．

(2)以�为坐标原点，��，��的方向分别为�，�轴，建立空间直角坐标系．设�� = �，

∵ �� = 2�� = 2�� = 4，∠��� = ��� = 120°，�是��中点．

∴ �(�, 2,0)，�(�, 0,0)，�(0,2,0)，�(0,   − 2,  2 3),  �(�,   − 1,   3),  �(�,   1
2 ,   3

2 )．

∴ ������� = (0,   1
2 ,   3

2 ), ������� = (�,   − 3,   3)，������� = (0,   − 4,  2 3)，

∵ ������� ⋅ ������� = (0,  
1
2 ,  

3
2 )  ⋅ (�,   − 3,   3) = 0 × � +

1
2 × ( − 3) +

3
2 × 3 = 0

∴ �� ⊥ ��，

解：(3) ∵四边形����为矩形，

∴ �� ⊥ ��，

又∵ �� ⊥ ��，��，��是平面���内的两条相交直线，

∴ �� ⊥平面���，

∵ �� ⊂平面���，

∴ �� ⊥ ��，

∴ �� ⊥ ��，

又�� ⊥ ��

∵ ��，��是平面���内的两条相交直线，

∴ �� ⊥平面���，
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∴ ������� = (0,   1
2 ,   3

2 )是平面���的一个法向量，

设平面���的一个法向量为��� = (�, �, �)，

则 ��� ⋅ ������� = 0
��� ⋅ ������� = 0

，

∴
�� − 3� + 3� = 0
−4� + 2 3� = 0

，

令� = 2�，则� = 3�,  � = 3，

即��� = ( 3, 3�, 2�)，

∵二面角� − �� − �的大小为 150°，

∴ |���150°| = |��� ⋅������� |
|��� |⋅|������� |

=
| 3

2 �+ 3�|

3+3�2+4�2
= 3

2
，解得� = 6

2

∴线段��的长为|������� | = �2 + ( − 3)2 + ( 3)2 = 3 6
2
．

【解析】本题考查线面平行的证明，考查异面直线垂直的证明，考查线段长的求法，是中档题，

(1)在��上取一点�，使�� = ��，连��，推导出四边形����为平行四边形，从而四边形����为平行四

边形，进而��/ ​ /��，由此能证明��//平面���．

(2)以�为坐标原点，��，��的方向分别为�，�轴，建立空间直角坐标系．利用向量法能证明�� ⊥ ��．

(3)求出平面���的一个法向量和平面���的一个法向量，利用向量法能求出线段��的长．
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