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北师大附属实验中学 

2023－2024 学年度第一学期高三数学月考试卷（2023.10.） 

班级__________ 姓名___________ 

 

一、选择题（本大题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分，将正确答案的序号填在答题纸上） 

1．已知集合 { | 1 1}A x x x=  − 或 ， { | 0 2}B x x= ≤ ，则集合 A B =  

A．{ | 0 1}x x ≤      B．{ |1 2}x x     

C．{ | 1 0}x x x − ≥或     D．{ | 1 2}x x x − 或  

2．下列函数中，是偶函数且在区间 (0, )+ 上单调递增的是 

A．
1

y
x

= −   B． | 1|y x= +   C． 2ln( )y x=  D． 2xy =  

3．等比数列{ }na 中， 1 1a = ，公比 2q = − ，则 4S 等于 

  A．15   B． 15−     C．5     D． 5−  

4．已知实数 a b ， 0c  ，则下列不等式一定成立的是 

A． a c b−    B． c ca b   C． a bc c   D．
a b

c c
  

5．要得到函数
1

x
y

x
=

−
的图象，只需将函数

1
y

x
= 的图象 

A．向右平移 1 个单位长度，再向上平移 1 个单位长度 

B．向右平移 1 个单位长度，再向下平移 1 个单位长度 

C．向左平移 1 个单位长度，再向上平移 1 个单位长度 

D．向左平移 1 个单位长度，再向下平移 1 个单位长度 

6．若关于 x 的不等式 1
a

ax
x

+ ≥ 对于任意 0x  恒成立，则 a 的取值范围是 

A．
1

2
a ≥       B．

2

2
a ≥      

C．
1 1

2 2
a a−≤ ≥或     D．

2 2

2 2
a a−≤ ≥或  

 



第 2 页  共 4 页 

 

7．函数 3 2( )f x ax bx cx= + + 的图象如图所示，且 ( )f x  

在
0x x= 与 1x = 处取得极值，则下列说法正确的是 

A． 0c   

B． 0b   

C．函数 ( )y f x= 在区间 (0, )+ 上是增函数 

D．过点
0 0( , ( ))x f x 的图象的切线有且只有 1 条 

8 ． 已 知 数 列 { }na 满 足 1 1a = ， 2 1na n= + ， *

2 1 2 2 1   ( )n n na a a n+ −= + N ， 则 集 合

{ | 20}mm a ≤ 中元素的个数为 

A．14    B． 20    C． 24    D． 25  

9．已知平面直角坐标系中，角 的终边不在坐标轴上，则“ tan sin cos    ”是

“ 是第四象限角”的 

A．充分不必要条件    B．必要不充分条件 

C．充分必要条件     D．既不充分也不必要条件 

10．已知
2

e , 0
( )

, 0

xx x
f x

kx x x




−
=



≤

 

， ( ) ( )g x f x m= − ，其中 ,k m是常数，则 

   A．存在实数 k，使得对任意实数 m，函数 ( )g x 都有零点 

B．存在实数 m，使得对任意实数 k，函数 ( )g x 至少有 2 个零点 

C．对于任意实数 m，存在实数 k，使得函数 ( )g x 恰有 2 个零点 

D．对于任意实数 k，存在实数 m，使得函数 ( )g x 恰有 3 个零点 

x 

y 

O 1−  
1 

0x
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二、填空题（本大题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分，将正确答案填在答题纸上） 

11．函数
1

2 3( ) 2 3f x x x x
−

= − + + + 的定义域是______． 

12．函数 ( ) sin cosf x x x x= + 在点
2
π

3
x = 处的切线的斜率为______． 

13．用反证法证明命题“对任意 *nN ，都有
1n na a+  ”时，应首先“假设______”，再

推出矛盾，从而说明假设不能成立，原命题为真命题． 

14．定义在
1

[ ,8)
2

上的函数 ( )f x 满足 (4 ) 3 ( )f x f x= ，且当
1

[ ,2)
2

x 时， 2( ) log| |f x x= ． 

若方程 ( )f x t= 有四个不相等的实数根，则 t 的取值范围是______；这四个实数根的

乘积为______． 

15．在数列{ }na 中， 1 ( )n na f a+ = ，下列说法正确的是______． 

① 若 ( ) 2 1f x x= + ，则{ }na 一定是递增数列； 

② 若 ( ) 2xf x = ，则{ }na 一定是递增数列； 

③ 若 3( ) 1f x x= + ， 1 ( 1,0)a  − ，则对任意 0c  ，都存在 *nN ，使得 na c ． 

④ 若 2( ) 2f x kx= + ， 1 2a = ，且存在常数 c，使得对任意 *nN ，都有 na c ，则 k   

的最大值是
1

4
． 

三、解答题（本大题共 6 小题，共 85 分，解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程） 

16．已知 是第二象限内的角，
2

tan
2

 = − ． 

（Ⅰ）求
π

cos(2 )
2

 − 的值； 

（Ⅱ）已知函数 2 1
( ) sin cos sin

2 2 2 2

x x x
f x = − + ，求

π
( )

12
f  + 的值． 

17．已知等差数列{ }na 中， 2 3a = ，公差 0d  ；等比数列{ }nb 中， 3 1b a= ， 1b 是 2a 和 3a

的等差中项， 2b 是 1a 和 2a 的等差中项． 

（Ⅰ）求数列{ }na ，{ }nb 的通项公式； 

（Ⅱ）求数列{ }n na b+ 的前 n 项和 nS ． 

（Ⅲ）记
n n nc a b=  ，比较

1nc +
与 nc 的大小． 
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18． 已知函数
1

2

e
( )

4 4

x

f x
ax x

+

=
+ +

，其中 aR ． 

（Ⅰ）若 0a = ，求函数 ( )f x 的单调区间和极值； 

（Ⅱ）当 1a  时，讨论函数 ( )f x 的单调区间． 

 

19．已知椭圆
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 的一个焦点为 (2,0)F ，椭圆与 y 轴的一个交点的坐标为 (0, 2) ．  

（Ⅰ）求椭圆方程； 

（Ⅱ）过点 (3,0)M 且斜率为 k 的直线与椭圆交于 A，B 两点（点 A 在点 B 左侧），

点 A 关于 x 轴的对称点为 C，求△MBC 面积的最大值．  

 

20．已知函数 ( ) e ln(1 )xf x a b x x−= − + + 在 0x = 处的切线方程为 4 3y x= − + ． 

（Ⅰ）求 a，b 的值； 

（Ⅱ）求证： ( ) 0f x  恒成立．（参考数据： 0.90 1 1.10e 2.46, e 2.72, e 3.00   ） 

 

21．已知 N 元正整数集合 1 2{ , , , }NA a a a= （ 2N ≥ ）满足： 1 2 Na a a   ，且对任

意 , {1, 2, , }i j N ， i j ，都有
j

j i

a

a a


−
Z． 

 （Ⅰ）若 1 2a = ，写出所有满足条件的集合 A； 

 （Ⅱ）若 Na 恰有 N 个正约数，求证： 1 1N Na a −= + ； 

 （Ⅲ）求证：对任意的 , {1, 2, , 1}i j N − ， i j ，都有
j

i

a j

a i
≤ ． 
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答案 

题号 1 2 3 4 5  6  7 8 9 10 

答案 C C D D A  A C C C B 

11.  [ 1,0) (0,3]−  

12.  
π

3
−  

13.  *n N ，使得
1n na a+   

14.   (0,1)；16 

15.   ②③ 

 

16．（12 分） 

（Ⅰ）因为 是第二象限内的角，
2

tan
2

 = − ，所以
3

sin
3

 = ，
6

cos
3

 = − . 

 

所以
π

cos(2 ) sin 2 2sin cos
2

   − = =         

    
2 2

3
= − .           

（Ⅱ）
1 1 cos 1

( ) sin
2 2 2

x
f x x

−
= − +           

                  
1 1 2

sin cos sin( )
2 2 2 4

x x x


= + = + .        

      所以
π 2 2 1 3

( ) sin( ) ( sin cos )
12 2 3 2 2 2

f    


+ = + = +     

        
2 3 2 6 1

( )
2 6 2 12 2

= − = − .         

 

17. （13 分） 

（Ⅰ）依题意 

       

1 2
2

22 3

1

1

3
2 2

3 (3 )(3 ) (3 )
2 2 2 2

3
2

a a d
b

a a d d d
b d

d
b

+
= = −


+

= = +  + − = −



= +


.       
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       2

1 1

1
2 0( ) 2 2, 1, 4, .

2
d d d d d a b q =   =  = = = =舍 或 .    

       所以 1 2( 1) 2 1na n n= + − = − ，  11
4 ( )

2

n

nb −=  .       

（Ⅱ） 2 31
8 ( )

2

n

nS n −= + − .            

（Ⅲ）
3

2 1

2
n n n n

n
c a b

−

−
= = ，

1 1 1 2

2 1

2
n n n n

n
c a b+ + + −

+
= = . 

  所以
1 2 3

2 1 2 1

2 2
n n n n

n n
c c+ − −

+ −
− = −

2

3 2

2n

n
−

−
= .        

  所以
2 1c c ；且当 2n  时，

1n nc c+          

 

18.（15 分） 

（Ⅰ）解：函数
1e

( )
4 4

x

f x
x

+

=
+

的定义域为{ |x xR ，且 1}x  − .      

1 1 1

2 2

e (4 4) 4e 4 e
( )

(4 4) (4 4)

x x xx x
f x

x x

+ + ++ −
 = =

+ +
.                          

令 ( ) 0f x = ，得 0x = ， 

当 x 变化时， ( )f x 和 ( )f x 的变化情况如下： 

x  ( , 1)− −  ( 1, 0)−  0  (0, )+  

( )f x  −  −  0  +  

( )f x  ↘ ↘  ↗ 

故 ( )f x 的单调减区间为 ( , 1)− − ， ( 1,0)− ；单调增区间为 (0, )+ ． 

当 0x = 时，函数 ( )f x 有极小值
e

(0)
4

f = .                   

（Ⅱ）解：因为 1a  ， 

      所以 
2 2 24 4 ( 2) ( 1) 0ax x x a x+ + = + + −  ， 

      所以函数 ( )f x 的定义域为R ，                                      

      求导，得
1 2 1 1

2 2 2 2

e ( 4 4) e (2 4) e ( 4 2 )
( )

( 4 4) ( 4 4)

x x xax x ax x ax a
f x

ax x ax x

+ + ++ + − + + −
 = =

+ + + +
，  

  令 ( ) 0f x = ，得 1 0x = ， 2

4
2x

a
= − ，                            

当 2a = 时， 2 1 0x x= = ， 

  因为
1 2

2 2

2e
( ) 0

(2 4 4)

x x
f x

x x

+

 =
+ +

≥ ，（当且仅当 0x = 时， ( ) 0f x = ） 

所以函数 ( )f x 在R 单调递增.                                     



第 7 页  共 4 页 

 

当 1 2a  时， 2 1x x ， 

当 x 变化时， ( )f x 和 ( )f x 的变化情况如下： 

x  
4

( , 2 )
a

− −  
4

2
a

−  
4

( 2 ,0)
a

−  0  (0, )+  

( )f x  +  0  −  0  +  

( )f x  ↗  ↘  ↗ 

故函数 ( )f x 的单调减区间为
4

( 2 ,0)
a

− ，单调增区间为
4

( , 2 )
a

− − ， (0, )+ ． 

当 2a  时， 2 1x x ， 

当 x 变化时， ( )f x 和 ( )f x 的变化情况如下： 

x  ( , 0)−  0  
4

(0, 2 )
a

−  
4

2
a

−  
4

(2 , )
a

− +  

( )f x  +  0  −  0  +  

( )f x  ↗  ↘  ↗ 

故函数 ( )f x 的单调减区间为
4

( 0,2 )
a

− ，单调增区间为 ( , 0)− ，
4

(2 , )
a

− + ． 

综上（略）.  

 

19. （15 分） 

解：（Ⅰ）依题意有 2c = ， 2b = ，可得 2 6a = ， 2 2b = ． 

    故椭圆方程为
2 2

1
6 2

x y
+ = ．          

（Ⅱ）直线 l 的方程为 ( 3)y k x= − ，显然 k 存在．       

   联立方程组 2 2

( 3),

1.
6 2

y k x

x y

= −



+ =


 

   消去 y 并整理得 2 2 2 2(3 1) 18 27 6 0k x k x k+ − + − = ． （*）    

   设
1 1( , )A x y ， 2 2( , )B x y ． 

故
2

1 2 2

18

3 1

k
x x

k
+ =

+
，

2

1 2 2

27 6

3 1

k
x x

k

−
=

+
．        

已知 1 2x x ，且显然 1 2,x x 均小于3． 

所以
1 1 1 1

1
2 (3 ) (3 )

2
AMCS y x y x=   − = − ，

1 2 1 1 2 1

1
2 ( ) ( )

2
ABCS y x x y x x=   − = − ．

       

    1 2 1 2(3 ) (3 )(3 )MBC ABC AMCS S S y x k x x= − = − = − −      
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1 2 1 2 2

3
[9 3( ) ]

3 1

k
k x x x x

k
= − + + =

+  2

3 3

22 3

k

k
 = ．    

       

等号成立时，可得 2 1

3
k = ，此时方程（*）为 22 6 3 0x x− + = ，满足 0  ． 

所以 MBC 面积 S 的最大值为
3

2 ．                    

 

20．（15 分） 

解：已知函数 ( ) e ln(1 )xf x a b x x−= − + + 在 0x = 处的切线方程为 4 3y x= − + ． 

（Ⅰ） ( ) e 1
1

x b
f x a

x

− = − − +
+

.           

 由
(0) 1 4 3

(0) 3 2

f a b a

f a b

 = − − + = − = 
 

= = = 
         

（Ⅱ） ( ) 3e 2ln(1 ) , 1.xf x x x x−= − + +  −   
2

( ) 3e 1
1

xf x
x

− = − − +
+

. 

 令 ( ) ( )g x f x= ，则
2

2
( ) 3e 0

(1 )

xg x
x

− = + 
+

恒成立， 

 所以 ( ) ( )g x f x= 在 ( 1, )− + 上单调递增.        

 又
2

2 2 2

3 2 1 3 e 9
(2) 1 0

e 3 3 e 3e
f

−
 = − − + = − =  ， 

3 3

3 1 3 1
(3) 1 0

e 2 e 2
f  = − − + = − +  ， 

 所以 ( ) ( )g x f x= 存在唯一的零点
0x ，

0 (2, 3)x  ，      

 且满足 0

0

2
3e 1 0

1

x

x

−
− − + =

+
. ①          

 当 x 变化时， ( )f x 和 ( )f x 的变化情况如下： 

x  0( 1, )x−  0x  0( , )x +  

( )f x  −  0  +  

( )f x  ↘ 极小 ↗ 

 所以 0

min 0 0 0( ) 3e 2ln(1 ) , (2,3).
x

f x x x x
−

= − + +   

 将①带入上式，得
min 0 0 0

0

2
( ) 2ln(1 ) 1, (2,3).

1
f x x x x

x

−
= − + + + 

+
   

 令
0 1t x= + ，并构造函数

2
( ) 2ln , (3,4).h t t t t

t

−
= − +       

 则有
2 2

2 2 2

2 2 2 2 ( 1) 1
( ) 1 0.

t t t
h t

t t t t

− + − +
 = − + = =   

 所以 ( )h t 在 (3,4) 上单调递增.          

 所以
2 7

( ) (3) 2ln3 3 2 1.10 0
3 3

h t h = − − +  −   . 

 即 min( ) 0f x  ，所以 ( ) 0f x  恒成立．        
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21．（15 分） 

解：（Ⅰ）{2,3}或{2,4}或{2,3,4}．（4 分：正确答案 2+1+1，错误答案每个-1） 

（Ⅱ）证明：由题，分别令 i N= ， 1,2, , 1j N= − ， 

知 

1 2 1

, , ,N N N

N N N N

a a a

a a a a a a −


− − −

Z ，  

 即 1 2 1, , ,N N N Na a a a a a −− − − 这 1N − 个小于 Na 的数均为 Na 的正约数． 

 因为 Na 的正约数的个数恰为 N 个（其中最大的是 Na ，最小的是 1）， 

 而 1 2 1N N N N Na a a a a a a − −  −   − ， 

 所以 1 1N Na a −− = ．             

（Ⅲ）证明：由题
1 2

, ,
j j j

j j j i

a a a

a a a a a a
Z, 

− − −
， 

 且 

1 2

1
j j j

j j j i

a a a

a a a a a a
   

− − −
．        

 所以 

1 2

2,  3,  ,  1
j j j

j j j i

a a a
i

a a a a a a
   +

− − −
，      

 最后一个不等式整理得 ( 1)j iia i a + ，即 
1j

i

a i

a i

+
 ．     

 又 j i，所以 1j i ，所以 
j

i

a j

a i
 ．         
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长、考生、中学和社会各界具有广泛的口碑影响力

未来，北京高考在线平台将立足于北京新高考改革，基于对北京高考政策研究及北京高

校资源优势，更好的服务全国高中家长和学生。

推荐大家关注北京高考在线网站官方微信公众号：京考一点通，我们会持续为大家整

理分享最新的高中升学资讯、政策解读、热门试题答案、招生通知等内容！

http://www.gaokzx.com
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