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2023北京三十五中高二（上）期中 

数    学 

2023.11 

行政班          教学班        姓名         学号        

试卷说明：试卷分值 150 ，考试时间 120 分钟. 

I 卷 

一．选择题（共 10 个小题，每题 4 分，共 40 分。每小题只有一个正确选项，请选择正确答案填在机读卡．．．．．．．．．．．．

相应的题号处．．．．．．） 

1．过点 (1,0) 且与直线 2 2 0x y− − = 垂直的直线方程是（     ） 

A. 2 1 0x y− − =  B. 2 1 0x y− + =  

C. 2 1 0x y+ − =   D. 2 2 0x y+ − =  

2．若 ( , 1,3)x= −a ， (2, ,6)y=b ，且 //a b，则（     ） 

A. 1, 2x y= = −  B. 1, 2x y= =  

  C. 
1

, 2
2

x y= = −  D. 1, 2x y= − = −  

3．圆
2 2 2 1x y y+ + = 的半径为（     ） 

A. 2  B.  1 C.  2                   D.  4  

4．椭圆
2 2

1
17 8

x y
+ = 的焦点坐标为（     ） 

    A. (5,0)， ( 5,0)−                           B. (3,0)， ( 3,0)−  

C. (0,5)， (0, 5)−                           D. (0,3)， (0, 3)−  

5．正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 的棱长为a，则棱 1BB 到面 1 1AA C C 的距离为（     ） 

A. 
3

3
a  B. a  C. 

2

2
a  D. 2a  

6. 直线 3 2 0x y+ − = 截圆
2 2 4x y+ = 得到的弦长为（     ） 

A．1

 

B． 2 3

 

C． 2 2

 

D． 2  
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7. 已知平面， ，直线 l，b ，如果 ⊥  ，且 l  = ，M  ，M b ，则 

l b⊥ 是b ⊥ 的（     ） 

A. 充分不必要条件  B. 必要不充分条件 

C. 充要条件 D. 既不充分也不必要条件 

8. 圆 122 =+ yx 与直线 01sin =−+ yx  的位置关系为（     ） 

  A．相交          B. 相切             C. 相离              D. 相切或相交 

 

9. 已知圆 1O 的方程为 2 2 4x y+ = ，圆 2O 的方程为 2 2( ) 1x a y− + = . 如果这两个圆 

有且只有一个公共点，那么 a的所有取值构成的集合是（     ） 

A．{1, 1}−         B．{3, 3}−
          

C．{1, 1,3, 3}− −
      

D．{5, 5,3, 3}− −  

10. 在空间直角坐标系O xyz− 中，已知 (1, 2, -2)=a ， ( , , )x y z+ =a b ，其中
2 2 2 1x y z+ + = ， 则 b 的

最大值为（     ） 

A.  3    B. 1 5+     C. 10        D. 4 

II 卷 

二．填空题（共 5 个小题，每题 5 分，共 25 分，请将正确答案填在答题卡相应的题号处.） 

11. 已知两条直线 2 0ax y− − = 和 ( 2) 1 0a x y+ − + = 互相垂直，则 a等于__________.  

12. 已知正三角形 ABC 的边长为 4，则以点 ,B C 为焦点，经过点 A 的椭圆标准方程．．．．为________________. 

13. 点 1(5, 4)P 关于直线 : 1 0l x y+ − = 的对称点为 2P ，则点 2P 的坐标为__________. 

14. 已知 ( ) 2, 3 2|M x y x y y= − = − ， ( ) 3 ,|,N x y y x b b= = + R ，若 NM  ，则 b 的

取值范围是__________. 

15. 已知曲线
2 2: 2 | | 2C x y a x y+ = + ，下列说法正确的有__________.  

① 曲线C 关于 y 轴对称； 

② 存在a，使得曲线C 与坐标轴的交点个数为 3； 

③ 曲线C 围成的区域面积 ( )S a 是关于 a的增函数； 

④ 当 0a  时，直线 : 4l y ax= 与曲线C 有且仅有 2 个交点. 

 

三．解答题（共 6 个小题，共 85 分，请将详细解答过程写在答题卡相应的位置.） 

16. 已知两定点 M(1,3)、N(3,1)，动点 P 满足条件_____________，求动点 P 的轨迹方程.请从下列条件中任

选一个补充到横线上，并在此条件下完成题目. 

条件①：直线 PM 与直线 PN 垂直； 

条件②：点 P 到 M、N 两点距离平方之和为 20； 

条件③：直线 PM 与直线 PN 斜率之积为 4. 

（注：如果选择的条件不符合要求，计 0 分；如果选择多个符合要求的条件分别作答，按第一个解答计分） 
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17. 在平面直角坐标系中，已知 ( 3,7), (2,2), (5,1)A B C− ，线段 AC 的中点为M . 

（Ⅰ）求过点M 与直线 BC 平行的直线方程； 

（Ⅱ）求△ ABC 的面积. 

 

18. 如图，四边形 ABCD 为正方形， MA‖ PB ， MA BC⊥ ， AB PB⊥ ，

1MA = ， 2AB PB= = . 

（Ⅰ）求证： PB ⊥平面 ABCD ； 

（Ⅱ）求直线 PC 与平面 PDM 所成角的正弦值. 

 

 

19. 已知圆C 经过坐标原点O和点 (2 , 2) ，且圆心在 x 轴上. 

（Ⅰ）求圆C 的方程； 

（Ⅱ）直线 1l 经过点 (4 ,1)A ，且 1l 与圆C 相交所得弦长为 32 ，求直线 1l 的方程； 

（Ⅲ）直线 2l 经过点 (4 ,1)A ，且 2l 与圆C 相切，求直线 2l 的方程. 

 

 

20. 如图：在直三棱柱 ABC-A1B1C1中，AC=BC=2，AA1= 22 ，∠ACB=90°，M 是 AA1的中点，N 是 BC1的

中点. 

（Ⅰ）求证：MN∥平面 A1B1C1；  

（Ⅱ）求：二面角 B-C1M-A1的余弦值； 

（Ⅲ）在线段 BC1上是否存在点 P，使得点 P 到平面 MBC 的距离为
3

3
，

若存在求此时
1

BP

BC
的值，若不存在请说明理由. 

 

21. 对任意正整数 n，记集合 ( ) 1 2 1 2 1 2, , , , , , , }n n n nA a a a a a aa a na=   + ++ =N ， 

( ) 1 2 1 2 1 2, , , , , , , 2 }n n n nB b b b b b b b bb n=   + ++ =N .  

( )1 2, , , n na a a A =   ， ( )1 2, , , n nb b b B =   ， 若对任意  1,2, ,i n  都有
iia b ，则记  ． 

（Ⅰ）写出集合
2A 和

2B ； 

（Ⅱ）证明：对任意
nA  ，存在

nB  ，使得  ； 

（Ⅲ）设集合 ( ) , , ,n n nS A B     =    ．求证：
nS 中的元素个数是完全平方数． 
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参考答案 

 I 卷 

一．选择题（共 10 个小题，每题 4 分，共 40 分。每小题只有一个正确选项） 

1-5．DAABC           6-10. BBDCD                    

II 卷 

二．填空题（共 5 个小题，每题 5 分，共 25 分，请将正确答案填在答题卡相应的题号处.） 

11. -1                 12. 
2 2

1
16 12

x y
+ = 或

2 2

1
16 12

y x
+ =            13. (-3, -4) 

14. [-4, -1]            15. ①③④ 

三．解答题（共 6 个小题，共 85 分，请将详细解答过程写在答题卡相应的位置.） 

16．(10 分)  

解 1 选择条件① 

设点 P 的坐标为（x，y） 

∵直线 PM 与直线 PN 垂直 

法一：当 1, 3x x  时，
3 1

, ,
1 3

PM PN

y y
k k

x x

− −
= =

− −
 则 1PM PNk k = −  

                       即
3 1

1
1 3

y y

x x

− −
 = −

− −
 

                       化简得
2 2 4 4 6 0x y x y+ − − + =  

当 1x = 时，此时易知 1y = ，点 P 的坐标为（1，1），满足上述方程 

当 3x = 时，此时易知 3y = ，点 P 的坐标为（3，3），满足上述方程 

经检验：点 P 的轨迹方程为
2 2 4 4 6 0x y x y+ − − + = （M，N 除外） 

法二： 0MP NP = ， ( 1, 3)MP x y= − − ， ( 3, 1)NP x y= − −   

      则 ( 1)( 3) ( 3)( 1) 0x x y y− − + − − =   

化简得
2 2 4 4 6 0x y x y+ − − + =   

解 2 选择条件② 

设点 P 的坐标为（x，y） 

∵P 到两定点 )1,3(),3,1( NM 的距离平方和为 20 

∴PM²+PN²=20 即
2 2 2 2( 1) ( 3) ( 3) ( 1) 20x y x y− + − + − + − =   

化简得 04422 =−−+ yxyx  

经检验所求轨迹方程为 04422 =−−+ yxyx  

解 3 选择条件③ 
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设点 P 的坐标为（x，y） ( 1, 3)x x    

∵直线 PM 与直线 PN 斜率之积为 4 

∴
3 1

, ,
1 3

PM PN

y y
k k

x x

− −
= =

− −
 则 4PM PNk k =   

   即
3 1

4
1 3

y y

x x

− −
 =

− −
 

   化简得
2 24 16 4 9 0x y x y− − + + =   

经检验所求轨迹方程为
2 24 16 4 9 0x y x y− − + + = ( 1, 3)x x    

17．(13 分) 

（Ⅰ）∵ ( 3,7), (5,1)A C− ， 

∴ AC 的中点坐标 (1, 4)M ，又直线 BC 的斜率
1 2 1

5 2 3
k

−
= = −

−
，  

∴过M 点和直线 BC 平行的直线方程为
1

4 ( 1)
3

y x− = − − ，即 3 13 0x y+ − =   

（Ⅱ）由（Ⅰ）可知 BC 的斜率
1

3
k = − ， 

直线 BC 的方程为
1

2 ( 2)
3

y x− = − − ，即 3 8 0x y+ − = ，  

∴点 A 到直线 BC 的距离
2 2

3 3 7 8
10

1 3
d

− +  −
= =

+
，  

又 B、C 两点间距离 2 2(5 2) (1 2) 10BC = − + − = ，  

∴ ABC 的面积
1 1

10 10 5
2 2

S BC d=   =   =   

18. (14 分) 

证明：（Ⅰ）∵ MA BC⊥  ，MA // PB ，∴ PB BC⊥ ， 

∵ AB PB⊥ ， AB BC B= ， AB BC ABCD、 平面  

∴ PB ⊥平面 ABCD .                                                    

（Ⅱ）∵ PB ⊥平面 ABCD ，  

AB 平面 ABCD ， AD 平面 ABCD ， 

∴ PB AB⊥ ， PB AD⊥ . 

∵四边形 ABCD 为正方形， 

∴ AB BC⊥ . 

∴BA、BC、BP 两两垂直 

如图建立空间直角坐标系 B xyz− ， 

则 (0 0 2)P , , ， (2 0 1)M , , ， (0 2 0)C , , ， (2 2 0)D , , ， 
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(0 2 2)PC = −, , ， (2 2 2)PD = −, , ， (2 0 1)PM = −, ,   

设平面 PDM 的法向量为 ( )x y z= , ,u ， 

则
0

0

PD

PM

 =

 =





,

,

u

u
   即

2 2 2 0

2 0

x y z

x z

+ − =

− =





,

.
 

令 2z = ，则 1x = ， 1y = − .于是 (1 1 2)= , ,u . 

平面 PDM 的法向量为 (1 1 2)= , ,u   

设直线 PC 与平面 PDM 所成的角为 ， 

∴
3

sin cos
6

PC
PC

PC



=   = =,

u
u

u
. 

∴直线 PC 与平面 PDM 所成角的正弦值为
3

6
    

19. (14 分)  

（Ⅰ）设圆C 的圆心坐标为 ( ,0)a ， 

依题意，有
2 2( 2) 2a a= − + ，                         

即
2 2 4 8a a a= − + ，解得 2a = ，                              

所以圆C 的方程为
2 2( 2) 4x y− + = .                            

（Ⅱ）依题意，圆C 的圆心到直线 1l 的距离为1 ，                  

设直线 1l 方程为 1 ( 4)y k x− = − ， 

即 4 1 0kx y k− − + = ，则
2

2 1
1

1

k

k

− +
=

+
，解得 1 2

4
0

3
k k= =， ，         

∴直线 1l 的方程为 1 0y − = 或 4 3 13 0x y− − = .  

（Ⅲ）圆心C  (2，0) 半径 r=2   

∵直线 2l 过点 (4 ,1)A 与圆C 相切 

① 当直线斜率不存在时，即直线 x=4，则圆心C 到直线 2l 的距离 d=2=r 

此时直线 2l 与圆C 相切，符合题意  

② 当直线斜率存在时，设直线 2l ： 1 ( 4)y k x− = − 即 4 1 0kx y k− − + =  

则圆心C 到直线 2l 的距离
2

2 1
2

1

k
d r

k

− +
= = =

+
  

解得
3

4
k = − ，  

∴直线 2l 的方程为3 4 16 0x y+ − = .  
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综上，直线 2l 的方程为 4 0x − = 或3 4 16 0x y+ − =   

20. (20 分) 

证明：（Ⅰ）取 B1C1中点 D，连接 DN、DA1  

∵D、N 分别为 C1B1、C1B     ∴DN//B1B 且 DN=1/2B1B 

∵B1B / / A1A 且 M 为 A1A 中点   ∴DN / / A1M   

∴四边形 DNMA1为平行四边形  

∴MN// A1 D    

∵A1 D平面 A1 B1 C1   MN平面 A1 B1 C1  

∴MN//平面 A1 B1 C1  

（Ⅱ）∵直三棱柱 ABC- A1 B1 C1  ∴CC1⊥平面 ABC 又 CB、CA平面 ABC 

      ∴CC1⊥CB、 CC1⊥CA  

∵∠ACB=90° 即 CB⊥CA 

      ∴CC1、CB、CA 两两垂直，如图建立空间直角坐标系  

则 C(0,0,0)  B(2,0,0)  A(0,2,0)  A1( 0 2 2 2，， )  C1( 0 0 2 2，， ) 

          ∴M( 0 2 2，， )  N(1 0 2 2，， )   

          则
1 ( 2,0,2 2)BC = −  ( 2,2, 2)BM = −  

          易知平面 A1C1M 的法向量为 1 (1,0,0)n =    

          设平面 BC1M 的法向量为 2 2 2 2( , , )n x y z=  

          则
2 1

2

0

0

n BC

n BM

  =


 =

  即
2 2

2 2 2

2 2 2 0

2 2 2 0

x z

x y z

− + =

− + + =

  

          令
2 2z =  则

2 (2,1, 2)n =    

          设二面角 B-C1M- A1的平面角为  

          则 1 2
1 2

1 2

| | 2 7
| cos | | cos , |

| || | 7

n n
n n

n n



=  = =  

          由图知 为钝角   ∴
2 7

cos
7

 = −   

（Ⅲ）设
1BP BC= ， [0,1]     

∵
1 ( 2,0,2 2)BC = −  

∴ (2 2 ,0,2 2 )P  −   

∴ (2 2 ,0, 2 2 )CP  = −  (2,0,0)CB =  (0,2, 2)CM =  

设平面 MBC 的法向量为 3 3 3 3( , , )n x y z=  
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       则
3

3

0

0

n CB

n CM

  =


 =

  即
3

3 3

2 0

2 2 0

x

y z

=


+ =
  

      令 3 2z = −  则
3 (0, 2 2)n = −，    

∴P 点到平面 MBC 的距离为 3

3

| | | 4 2 | 3

| | 36

CP n
d

n


= = =   

解得
1

4
 =     又 [0,1]    ∴ 

1

4
 =   

21. (14 分) 

（Ⅰ） ( ) ( ) ( ) 2 2,0 , 0,2 , 1,1A = ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 4,0 , 3,1 , 2,2 , 1,3 , 0,4B =  

（Ⅱ）任取 ( )1 2, , , n na a a A =   ，令 ( )1 21 1 1, , , na a a = + + + ，则  ，同时  1, ,1 2,,ia i nN  +  且

( )
1 1

21
n n

i i

i i

a n a n
= =

= ++ =  ，则 nB  ，所以对任意 nA  ，存在 nB  ，使得  ； 

（Ⅲ）设方程： 1 2 nx x x n+ + + = ①， 1 2 2ny y y n+ + + = ② 

( )1 2, , , na a a 是方程①的解， ( )1 2, , , nb b b 是方程②的解； 

若 ( )1 2, , , na a a = ， ( )1 2, , , nb b b = ，  ， 

即 ( ) ( )( )1 2 1 2, , , , , , ,n na a a b b b 是一个满足条件的解对， 

令 ( )1,2, ,i i iz b a i n= − = ，则 1 2 2nz z z n n n+ + + = − = ，则 ( )1 2, , , nz z z 是方程①的解， 

即当 ( ) ( )( )1 2 1 2, , , , , , ,n na a a b b b 是满足条件的解对时， ( ) ( )( )1 2 1 2, , , , , , ,n na a a z z z 是方程①的一对解对； 

反之 ( ) ( )( )1 2 1 2, , , , , , ,n na a a z z z 是方程①的解时， 

令 i i ib a z= + ，则 ( ) ( )( )1 2 1 2, , , , , , ,n na a a b b b 是满足条件的解对. 

即满足条件的解对 ( ) ( )( )1 2 1 2, , , , , , ,n na a a b b b 与方程①的两解组成对 

( ) ( )( )1 2 1 2, , , , , , ,n na a a z z z 是一一对应的关系. 

所以满足条件解对个数 2m m m = ，即 nS 中的元素个数是完全平方数． 
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