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北京市第三十五中学 2023-2024学年第一学期 期中测试

高三数学 2023.11

行政班 教学班 姓名 学号
试卷说明：试卷分值 150分 ，考试时间 120分钟，考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作

答无效．

I卷
一．选择题（共 10个小题，每题 4分，共 40分。每小题只有一个正确选项，请选择正．．．．

确答案填在机读卡相应的题号处．．．．．．．．．．．．．．）

1．已知集合  { 1, }, 2 8xP x x x N Q x  ∣ ∣� � ,则 P Q 

(A){ 1 4}x x ∣� (B){ 1 3}x x ∣� (C){1,2} (D){1,2,3}

2．下列函数中,既是奇函数又是增函数的为

(A) 1y x  (B)
1y
x

 (C) cosy x x (D) | |y x x

3．已知复数
1 i
1 i

z 



，则复数 z的共轭复数的虚部为

(A) i (B) i (C) 1 (D) 1

4．已知

1
32a


 ， 2

1log
3

b  ， 1
2

1log
3

c  ，则

(A) a b c  (B) a c b  (C) c a b  (D) c b a 

5．在等腰梯形 ABCD中, 2AB CD ,M 为 BC的中点,则 AM 


(A)
1 1
2 2
AB AD
 

(B)
3 1
4 2
AB AD
 

(C)
3 1
4 4
AB AD
 

(D)
1 3
2 4
AB AD
 

6．“ 1a   ”是“函数 ( ) | sin |f x x a  在区间
π[0, ]
2

上最大值为 2”的

(A)充分不必要条件 (B)必要不充分条件

(C)充要条件 (D)既不充分也不必要条件

7．已知 (4,0)A ，点M 为曲线 2y x 上一点，点M 在 y 轴上的射影为 N，则 AM AN
 

的

最小值为

(A)13 (B)14 (C)15 (D)16
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8．把函数 ( ) sin(2 )(0 )f x x       的图象向右平移
6


个单位后,得到一个偶函数

的图象,则 

(A)
6


(B)
3


(C)
2
3


(D)
5
6


9．已知函数
2 2

1

2 , 2,
( )

2 , 2,x

x mx m m x
f x

x

    


�
当 2x  时, ( )f x 取得最小值,则m的取值范

围为

(A) [ 1,4] (B) [2 4]， (C)[ 1,2] (D) [ 1,1]

10．十八世纪早期,英国数学家泰勒发现了公式 sin x 
3

3!
xx 

5 7

5! 7!
x x

  

2 1
1( 1)
(2 1)!

n
n x

n


 


，(其中 ,x n R *N , ! 1 2 3 ,0! 1n n      ).

现用上述公式求 11 1 1 11 ( 1)
2! 4! 6! (2 2)!

n

n
      


 的值,下列选项中与该值最接

近的是

(A) sin30 (B) sin33 (C) sin36 (D) sin39

II卷
二、填空题共 5小题，每小题 5分，共 25分．

11．函数
2( )f x x a  的定义域为 R，请写出满足题意的一个实数 a的值 ．

12．二项式 61(2 )x
x

 展开式的常数项为 ．

13．已知定义在 (0, ) 上的函数 ( )f x 满足 ( ) ( ) ( )f xy f x f y  ，且当 x y 时，

( ) ( )f x f y ，请写出符合上述条件的一个函数 ( )f x  ．

14．已知函数 2sin( )y x  
π( 0,| | )
2

   .

①若 (0) 1f  ，则  _______；
②若 x R，使 ( 2) ( ) 4f x f x   成立，则的最小值是__________.
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15．已知函数
1( ) sinf x
x

 ，给出下列 4个结论：

① 函数 ( )f x 的值域为 [ 1,1]
② 存在正数m，函数 ( )f x 在区间 ( , )m  上无零点

③ 函数 ( )f x 的周期为
1
2

④ 对任意正数m，函数 ( )f x 在区间 (0, )m 上有无穷多个零点

其中正确的结论序号有 ．

三、解答题共 6小题，共 85分．解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程．

16．（本小题 13分）

已知函数
3( ) 2sin sin( )
2

f x x x    ( 0 π  )，
π 3( )
2 2

f  ．

(Ⅰ) 求 的值；

(Ⅱ) 求 ( )f x 在 [0, π]内的所有零点之和．

17．（本小题 14分）

某校举办知识竞赛，已知学生甲是否做对每个题目相互独立，做对 , ,A B C三道题目

的概率以及做对时获得相应的奖金如表所示．

规则如下：按照 , ,A B C的顺序做题，只有做对当前题目

才有资格做下一题．

[注：甲最终获得的奖金为答对的题目相对应的奖金总

和.]

(Ⅰ) 求甲没有获得奖金的概率；

(Ⅱ) 求甲最终获得的奖金 X 的分布列及期望；

(Ⅲ) 如果改变做题的顺序，最终获得的奖金期望是否相同？

如果不同，你认为哪个顺序最终获得的奖金期望最大？（不需要具体计算过程，只

需给出判断）

18．（本小题 13分）

在 ABC 中， AD为 BC边上的中线， 5AC  ，
3cos
5

DAC  ．

从条件①、条件②、条件③这三个条件中选择一个作为已知，使 ABC 存在且唯一确定，

并完成下面问题．

条件①：
5cos
5

C  ； 条件②：
3cos
2

C   条件③： ADC 的面积为 2．

(Ⅰ) 求 AD的长；

(Ⅱ) 求 AB的长．

注：如果选择的条件不符合要求，本题得 0分；如果选择多个符合要求的条件分别解答，

按第一个解答计分．

题目 A B C

做对的概率
3
4

1
2

1
4

获得的奖金/元 32 64 128

{#{QQABTYSQgggoAABAAQgCUwWQCkOQkBECAAoGwBAMoAABwANABAA=}#}
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19．（本小题 15分）

已知函数
21( )

2
xf x e x ax   ，曲线 ( )y f x 在点 (0, (0))f 处的切线为 l．

(Ⅰ) 求 l的方程；

(Ⅱ) 判断曲线 ( )y f x 与直线 l的公共点个数，并证明；

(Ⅲ) 若 0a  ，令 ( ) ( )p x f x ，求证：对任意的 1 2 3, , [ 1,1]x x x   ，

都有 1 2 3( ) ( ) ( )p x p x p x  成立．

20．（本小题 15分）

已知函数 ( ) ln( 1)
1

x af x x
x


  


( a R )．

(Ⅰ) 求函数 ( )f x 的单调区间；

(Ⅱ) 已知 ,m n是正整数，且1 m n  ，证明 (1 ) (1 )n mm n   .

21．（本小题 15分）

在数字 21, 2, , ( )n n ≥ 的任意一个排列 A ： 1 2, , , na a a 中，如果对于

, ,i j i j N ，有 i ja a ，那么就称 ( , )i ja a 为一个逆序对. 记排列 A 中逆序对的个

数为 ( )S A . 如 =4n 时，在排列 B：3, 2, 4, 1中，逆序对有 (3, 2)， (3,1)， (2,1)， (4,1)，
则 ( ) 4S B  .

（Ⅰ）设排列 C： 1 2 3 4, , ,a a a a ，写出两组具体的排列C，分别满足：

① ( ) 5S C  ， ② ( ) 4S C  ；

（Ⅱ）对于数字 1，2，，n 的一切排列 A，求所有 ( )S A 的算术平均值；

（Ⅲ）如果把排列 A： 1 2, , , na a a 中两个数字 , ( )i ja a i j 交换位置，而其余数字的位

置保持不变，那么就得到一个新的排列 A： 1 2, , , nb b b ，求证： ( ) ( )S A S A 为奇数.

{#{QQABTYSQgggoAABAAQgCUwWQCkOQkBECAAoGwBAMoAABwANABAA=}#}
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参考答案：

一、选择题共10小题，每小题4分，共40分．

1．D 2．D 3．C 4．C 5．B 6．A 7．A 8．D 9．B 10．B

二、填空题共 5小题，每小题 5分，共 25分．

11． ( ,0] 12． 60 13． lg x 或 ln x (答案不唯一) 14．①
6


②
2
 15．①②④

三、解答题共 6小题，共 85分．

16．（本小题 13分）

解：(Ⅰ) 因为
π π π 3 3( ) 2sin sin( )
2 2 2 2 2

f     ，所以
3cos
2

  ，

因为 0 π  ，所以
π
6

  ．

(Ⅱ) π 3( ) 2sin sin( )
6 2

f x x x  
3 1 32sin ( sin cos )
2 2 2

x x x  

2 33 sin sin cos
2

x x x  
1 cos2 1 33( ) sin 2

2 2 2
x x

  

1 3sin 2 cos2
2 2

x x 
πsin(2 )
3

x 

令 ( ) 0f x  ，即
πsin(2 ) 0
3

x   ，

得
π2 π
3

x k  ， k Z ，即
π π
6 2

kx   ， k Z ，

因为 [0, π]x ，所以 1 2
π 2π,
6 3

x x  ，

所以 ( )f x 在 [0, π]内的所有零点之和为
π 2π 5π
6 3 6
  ．

17．（本小题 14分）

解：(Ⅰ) 甲没有获得奖金为事件M ，则
3 1( ) 1
4 4

P M    ；

(Ⅱ) 分别用 , ,A B C表示做对题目 , ,A B C的事件，则 , ,A B C相互独立．

由题意， X 的可能取值为 0，32，96，224．

    10
4

P X P A   ；     3 1 332
4 2 8

P X P AB     ；

    3 1 3 996
4 2 4 32

P X P ABC      ；     3 1 1 3224
4 2 4 32

P X P ABC      ．

所以甲最终获得的奖金 X 的分布列为

X 0 32 96 224

P
1
4

3
8

9
32

3
32

  1 3 9 30 32 96 224 60
4 8 32 32

E X          ．

(Ⅲ)不同，按照 , ,A B C的顺序获得奖金的期望最大．

{#{QQABTYSQgggoAABAAQgCUwWQCkOQkBECAAoGwBAMoAABwANABAA=}#}
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18．（本小题 13分）

解：选条件①：
5cos
5

C 

(Ⅰ)记 DAC   ， ADC   ．

在 ADC 中，
3cos
5

  ，
5cos
5

C  ，

所以 2 4sin 1 cos
5

    ， 2 2 5sin 1 cos
5

C C   ，

sin sin(π ) sin( )C C      

sin cos cos sinC C  
4 5 3 2 5 2 5
5 5 5 5 5
   

因为
sin sin
AD AC
C 
 ，所以 5AD AC  ．

(Ⅱ) 在 ADC 中， 2 2 2 2 cos 4DC AD AC AD AC       ，所以 2DC  ．

【或：
sin sin
DC AD

C
 ，所以 2DC  】 所以 4BC  ．

在 ABC中， 2 2 2 2 cos 13AB AC BC AC BC C      ，

所以 13AB  ．

选条件③： ADC 的面积为 2
(Ⅰ) 记 DAC   ， ADC   ．

在 ADC 中，
3cos
5

  ，所以 2 4sin 1 cos
5

    ，

1 sin 2
2ADCS AD AC       ，

又因为 5AC  ，所以 5AD  ．

(Ⅱ) 在 ADC 中， 2 2 2 2 cos 4DC AD AC AD AC       ，所以 2DC  ．

所以 4BC  ．

法一：因为 5AC AD  ，所以
π(0, )
2

C   ，

3cos cos(π ) cos2
5

C C       ，即 2 31 2cos
5

C  ，解得
5cos
5

C  ．

在 ABC中， 2 2 2 2 cos 13AB AC BC AC BC C      ，

所以 13AB  ．

法二：取CD中点 E，因为 5AC AD  ，所以 AE CD ．

可求得 2AE  ， 2 2 2 9 4 13AB AE BE     ，所以 13AB  ．

{#{QQABTYSQgggoAABAAQgCUwWQCkOQkBECAAoGwBAMoAABwANABAA=}#}
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19．（本小题 15分）

(Ⅰ) ( ) xf x e x a    ， (0) 1f a   ， (0) 1f  ，

所以切线方程为 1 (1 )y a x   ，即 (1 ) 1y a x   ；

(Ⅱ)令 2 21 1( ) (1 ) 1 1
2 2

x xg x e x ax a x e x x          ，

( ) 1xg x e x    ，令 ( ) ( ) 1xh x g x e x    ， ( ) 1xh x e   ，

令 ( ) 0h x  ，得 0x  ，

x ( ,0) 0 (0, )
( )h x  
( )h x ( ( )g x )  

所以 ( ) (0) 0h x h  ，即 ( ) 0g x  恒成立， ( )g x 为 R上的增函数．

又 (0) 0g  ，所以 ( )g x 只有唯一零点 0，即曲线 ( )y f x 与直线 l的公共点个数为 1个．

(Ⅲ)当 0a  时，函数 ( ) xp x e x  ，由(Ⅱ)知， ( )p x 在 ( 1,0) 上减，在 (0,1)上增，

又
1( 1) 1 , (1) 1, (0) 1p p e p
e

      ，

所以 ( )p x 的值域为 [1, 1]e  ，

对任意的 1 2 3, , [ 1,1]x x x   ，都有 1 2 3( ) ( ) 1 1 1 ( )p x p x e p x      ，

所以 1 2 3( ) ( ) ( )p x p x p x  ．

20．（本小题 15分）

解: (Ⅰ)函数 ( )f x 的定义域为 ( 1, )  ， 2( )
( 1)
a xf x
x
 


，

①当 1a   时， ( ) 0f x  在 ( 1, )  上恒成立， ( )f x 的减区间为 ( 1, )  ，无增区间；

②当 1a   时，令 ( ) 0f x  ，解得 1 x a   ，令 ( ) 0f x  ，解得 x a ，

所以 ( )f x 的增区间为 ( 1, )a ，减区间为 ( , )a  ．

综上，当 1a   时， ( )f x 的减区间为 ( 1, )  ，无增区间；

当 1a   时， ( )f x 的增区间为 ( 1, )a ，减区间为 ( , )a  ．

(Ⅱ) 两边同时取对数，证明不等式成立等价于证明 ln(1 ) ln( 1)n m m n   ，

即证明
ln(1 ) ln(1 )m n

m n
 

 ，

构造函数 2

ln(1 )ln(1 ) 1( ) , ( )

x xx xf x f x
x x

    ，

令 ( ) ln(1 )
1

xg x x
x

  


，由(Ⅰ)知，当 0a  时， ( )g x 在 (0, ) 上为减函数，故 ( ) (0) 0g x g  ，

所以 ( ) 0f x  ，所以 ( )f x 为 (0, ) 上的减函数，

因为1 m n  ，知 ( ) ( )f m f n ，即
ln(1 ) ln(1 )m n

m n
 

 ，即 (1 ) (1 )n mm n   ．

{#{QQABTYSQgggoAABAAQgCUwWQCkOQkBECAAoGwBAMoAABwANABAA=}#}
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21．（本小题 15分）

（Ⅰ）解：① :C 4,2,3,1 ② : 2,4,3,1C ； ………………4分
（Ⅱ）解：考察排列D： 1 2 1, , , ,n nd d d d 与排列 1 1 2 1, , , ,n nD d d d d ： ，

因为数对 ( , )i jd d 与 ( , )j id d 中必有一个为逆序对（其中1 i j n≤ ≤ ），

且排列 D 中数对 ( , )i jd d 共有
2 ( 1)C

2n
n n 

 个， ………………5 分

所以 1
( 1)( ) ( )
2

n nS D S D 
  . ………………6分

所以排列D与 1D 的逆序对的个数的算术平均值为
( 1)
4

n n 
. ………………7分

而对于数字 1，2，，n 的任意一个排列 A： 1 2, , , na a a ，都可以构造排列 A1： 1 2 1, , , ,n na a a a  ，

且这两个排列的逆序对的个数的算术平均值为
( 1)
4

n n 
.

所以所有 ( )S A 的算术平均值为
( 1)
4

n n 
. ………………9分

（Ⅲ）证明：○1 当 1j i  ，即 ,i ja a 相邻时，

不妨设 1i ia a  ，则排列 A为 1 2 1 1 2, , , , , , , ,i i i i na a a a a a a    ，

此时排列 A与排列 A： 1 2, , , na a a 相比，仅多了一个逆序对 1( , )i ia a ，

所以 ( ) ( ) 1S A S A   ，

所以 ( ) ( ) 2 ( ) 1S A S A S A   为奇数. ………………11分

○2 当 1j i  ，即 ,i ja a 不相邻时，

假设 ,i ja a 之间有 m 个数字，记排列 A： 1 2 1 2, , , , , , , , , ,i m j na a a k k k a a   ，

先将 ia 向右移动一个位置，得到排列 A1： 1 2 1 1 2, , , , , , , , , , , ,i i m j na a a k a k k a a   ，

由○1 ，知 1( )S A 与 ( )S A 的奇偶性不同，

再将 ia 向右移动一个位置，得到排列 A2： 1 2 1 1 2 3, , , , , , , , , , , ,i i m j na a a k k a k k a a   ，

由○1 ，知 2( )S A 与 1( )S A 的奇偶性不同，

以此类推， ia 共向右移动 m 次，得到排列 Am： 1 2 1 2, , , , , , , , , ,m i j na a k k k a a a   ，

再将 ja 向左移动一个位置，得到排列 Am+1： 1 2 1 1, , , , , , , , , ,i m j i na a a k k a a a   ，

以此类推， ja 共向左移动 m+1次，得到排列 A2m+1： 1 2 1, , , , , , , , ,j m i na a a k k a a   ，

即为排列 A，
由○1 ，可知仅有相邻两数的位置发生变化时，排列的逆序对个数的奇偶性发生变化，

而排列 A 经过 2 1m 次的前后两数交换位置，可以得到排列 A，
所以排列 A 与排列 A的逆序数的奇偶性不同，

所以 ( ) ( )S A S A 为奇数.
综上，得 ( ) ( )S A S A 为奇数. ………………15分

{#{QQABTYSQgggoAABAAQgCUwWQCkOQkBECAAoGwBAMoAABwANABAA=}#}
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