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2024北京首都师大附中高三（上）期末 

数    学 
第Ⅰ卷（共 40分） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分．在每小题所列出的四个选项中，只有一项是

最符合题目要求的． 

1. 在复平面内，复数 ( )( )2 i 1 3i− + 的共轭复数．．．．对应的点位于（    ） 

A. 第一象限 B. 第二象限 C. 第三象限 D. 第四象限 

2. 已知集合  1,0,1,2A = − ，集合
1

, 0B y y x x
x

 
= = +  
 

，则 ( )A B =R （    ） 

A.  1,0,1−  B.  1,0,1,2−  C.  0,1  D. ( ,1−  

3. 在等比数列 na 中， 1 1a = ，公比 1q  .若 1 2 3 4 5ma a a a a a= ，则 m= 

A. 9 B. 10 C. 11 D. 12 

4. 函数 ( )f x 的图象如下图所示，则 ( )f x 的解析式可能为（    ） 

     

A. 
( )

2

5 e e

2

x x

x

−−

+
 B. 

2

5sin

1

x

x +
 

C. 
( )

2

5 e e

2

x x

x

−+

+
 D. 

2

5cos

1

x

x +
 

5. 已知抛物线 :C 2 2y px= （ 0p  ）的焦点为 F，点 ( )02,P y 在抛物线 C上，且
3

4

p
PF = ，则 p =（    ） 

A. 4 B. 6 C. 8 D. 10 

6. 若 ( )
6 2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 61x a a x a x a x a x a x a x− = + + + + + + ，则 2 4 6a a a+ + =（    ） 

A. 64 B. 33 C. 32 D. 31 

7. 已知双曲线
2 2

2 2
: 1( 0, 0)

x y
C a b

a b
− =   的离心率为 5 ，C 的一条渐近线与圆

2 2( 2) ( 3) 1x y− + − = 交

于 A，B两点，则 | |AB =（    ） 
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A. 
5

5
 B. 

2 5

5
 C. 

3 5

5
 D. 

4 5

5
 

8. 已知平面向量 , ,a b c 均为非零向量，则“ ( ) ( )a b c b c a  =   ”是“向量 ,a c 同向”的（  ） 

A. 充分而不必要条件 B. 必要而不充分条件 

C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件 

9. 若点 N 为点M 在平面 上的正投影，则记 ( )N f M= .如图，在棱长为1的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D−

中，记平面 1 1AB C D 为  ，平面 ABCD为 ，点 P 是棱 1CC 上一动点（与C 、 1C 不重合）

( )1Q f f P 
 =  ， ( )2Q f f P 

 =   .给出下列三个结论： 

 

①线段 2PQ 长度的取值范围是
1 2

,
2 2

 
 

 
； 

②存在点 P 使得 1 //PQ 平面  ； 

③存在点 P 使得 1 2PQ PQ . 

其中，所有正确结论的序号是 

A. ①②③ B. ②③ C. ①③ D. ①② 

10. 甲和乙是同班同学，该班级共 43 名同学．一次两人玩一个游戏，甲先在心里想好该班某一位同学的名

字，乙来猜，其中乙可以提问 k 个问题，问题必须一次性问完（意思是乙问完所有问题后才能得到每个问

题的答案）．对每个问题，甲只能回答“是”或“不是”．若存在一种提问的策略，使得无论一开始甲想的是谁，

乙一定能够猜出，则 k 的最小值是（    ） 

A. 5 B. 6 C. 7 D. 8 

第Ⅱ卷（共 110分） 

二、填空题共 5小题，每小题 5分，共 25分． 

11. 如图是小王同学在篮球赛中得分记录的茎叶图，他在这 10 场比赛中得分的 40% 分位数为____________

分． 

 

12. 函数 lg(2 1) lgy x x= + + 的零点是______________． 

13. 已知一扇矩形窗户与地面垂直，高为 1.5m，下边长为 1m，且下边距地面 1 m．若某人观察到窗户在平
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行光线的照射下，留在地面上的影子恰好为矩形，其面积为 1.5 m 2，则窗户与地面影子之间光线所形成的

几何体的体积为_______m3． 

14. 已知函数 ( ) ( )sinf x x = + ，如图 ,A B 是直线
1

2
y = 与曲线 ( )y f x= 的两个交点，若

π

6
AB = ，

则 =____________， ( )πf = ____________． 

 

15. 已知曲线 : 4 4C x x y y− = ． 

①若 0 0( , )P x y 为曲线C 上一点，则 0 02 0x y−  ； 

②曲线C 在 ( )0, 1− 处的切线斜率为 0； 

③ R, 2 0m x y m  − + = 与曲线C 有四个交点； 

④直线 2 0x y m− + = 与曲线C 无公共点当且仅当 ( ) ( ), 2 0,m − −  + ． 

其中所有正确结论的序号是_____________． 

三、解答题共 6小题，共 85分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤． 

16. 在 ABC 中， , ,a b c 分别为内角 , ,A B C 所对的边，且满足
π 1

sin cos
6 4

A A
 

+ = 
 

． 

（1）求角A 的大小； 

（2）试从条件①②③中选出两个作为已知，使得 ABC 存在且唯一，并以此为依据求 ABC 的面

积．（注：只需写出一个选定方案即可） 

条件①： 3=c b ；条件②：
π

4
B = ；条件③： 2a = ． 

17. 为了调查居民对垃圾分类的了解程度，某社区居委会从 A小区与 B小区各随机抽取 300 名社区居民

（分为 18-40 岁、41 岁-70 岁及其他人群各 100 名）参与问卷测试，按测试结果将居民对垃圾分类的了解

程度分为“比较了解”（得分不低于 60 分）和“不太了解”（得分低于 60 分），并将问卷得分不低于 60

分绘制频数分布表如下 

分组 A小区频数 B小区频数 

18-40 岁人群 60 30 

41-70 岁人群 80 90 

其他人群 30 50 
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假设用频率估计概率，所有居民的问卷测试结果互不影响． 

（1）从 A小区随机抽取一名居民参与问卷测试，估计其对垃圾分类比较了解的概率； 

（2）从 A、B小区 41-70 岁人群中各随机抽取一名居民，记其对垃圾分类比较了解的居民人数为随机变量

X ，求 X 的分布列和数学期望； 

（3）设事件 E 为“从 A小区的三个年龄组随机抽取两组，且每个年龄组各随机抽取一名居民，则这两名

居民均为对垃圾分类比较了解”，设事件 F 为“从 B小区的三个年龄组随机抽取两组，且每个年龄组各随

机抽取一名居民，则这两名居民均为对垃圾分类比较了解”，试比较事件 E 发生的概率 ( )P E 与事件 F 发

生的概率 ( )P F 的大小，并说明理由． 

18. 如图，在四棱锥 P ABCD− 中， , 2BC AD AD BC=∥ ，M 是棱 PD上靠近点 P 的三等分点． 

 

（1）证明： //PB 平面MAC ； 

（2）设平面 PAB与平面 PCD的交线为 l ，若平面 PAD ⊥平面 , ,ABCD AB AD PA AD⊥ ⊥ ，

2 2PA AD AB= = = ，求 l 与平面MAC 所成角的正弦值． 

19. 已知函数 ( ) 1
x

a
f x x

e
= − + （ ,a R e 为自然对数的底数） 

（1）若曲线 ( )y f x= 在点 ( )1, ( )f x 处的切线平行于 x轴，求a的值； 

（2）求函数 ( )f x 的极值； 

（3）当 1a = 时，若直线 : 1l y kx= − 与曲线 ( )y f x= 没有公共点，求 k 的最大值. 

20. 已知椭圆
2 2

2 2
: 1( 0)

x y
E a b

a b
+ =   的离心率为

3
, ,

2
A B 为椭圆的左、右顶点，C 为椭圆的上顶点，

原点O 到直线 AC 的距离为
2 5

5
． 

（1）求椭圆 E 的方程； 

（2） P 为椭圆上一点，直线 AC 与直线 PB 交于点Q ，直线 PC 与 x轴交于点T ，设直线 ,PB QT 的斜率

分别为 1 2,k k ，已知 1 2

1

2
k k+ = ，求 ． 

21. 若无穷数列 na 的各项均为整数．且对于 , ,i j i j  N ，都存在 k j ，使得 k j i jia a a a a= − − ，

则称数列 na 满足性质 P． 

（1）判断下列数列是否满足性质 P，并说明理由． 
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① na n= ， 1n = ， 2 ，3，…； 

② 2nb n= + ， 1n = ， 2 ，3，…． 

（2）若数列 na 满足性质 P，且 1 1a = ，求证：集合 3∣ nn a =N 为无限集； 

（3）若周期数列 na 满足性质 P，请写出数列 na 的通项公式（不需要证明）． 
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参考答案 
第Ⅰ卷（共 40分） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分．在每小题所列出的四个选项中，只有一项是

最符合题目要求的． 

1. 【答案】D 

【分析】由复数代数形式的乘法运算化简复数 z ，进而得到其共轭复数 z 所对应的点所在象限． 

【详解】令 ( )( )2 i 1 3iz = − + ， 

则 ( )( )2 i 1 3i 5 5iz = − + = + ， 

则 ( )( )2 i 1 3i− + 的共轭复数为 5 5iz = − ， 

所以 z 对应的点位于第四象限． 

故选：D． 

2. 【答案】A 

【分析】计算集合 B ,再计算结果，判断选项. 

【详解】由 0x  ，则
1 1

2 2y x x
x x

= +   = ，当且仅当
1

x
x

= ，即 1x = 取等号， 

则  2B y y= R ，  

故 ( )  1,0,1A B = −R . 

故选：A 

3. 【答案】C 

【详解】试题分析：由等比数列的性质可知 ，答案选 C. 

考点：等比数列的性质 

4. 【答案】D 

【分析】由图知函数为偶函数，应用排除，先判断 B 中函数的奇偶性，再判断 A、C 中函数在 (0, )+ 上的

函数符号排除选项，即得答案. 

【详解】由图知：函数图象关于 y轴对称，其为偶函数，且 ( 2) (2) 0f f− =  ， 

由 2 2

5sin( ) 5sin

( ) 1 1

x x

x x

−
= −

− + +
且定义域为 R，即 B 中函数为奇函数，排除； 

当 0x  时
2

5(e e )
0

2

x x

x

−−


+
、

2

5(e e )
0

2

x x

x

−+


+
，即 A、C 中 (0, )+ 上函数值为正，排除； 

故选：D 

5. 【答案】C 

【分析】利用抛物线的定义到焦点的距离等于到准线的距离计算可得. 
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【详解】抛物线 2: 2 ( 0)C y px p=  的准线方程为
2

p
x = − ， 

因为点 ( )02,P y 在抛物线C 上，且
3

4

p
PF = ， 

所以
3

2
4 2

p p
= + ，解得 8p = . 

故选：C. 

6. 【答案】D 

【分析】给 x分别赋值0 1 1−，， ，即可得到一系列方程组，通过对方程组的解决，问题即可得到解决. 

【详解】因为 ( )
6 2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 61x a a x a x a x a x a x a x− = + + + + + + ， 

所以令 0x = 可得 0 1a = ①， 

令 1x = 可得 0 1 2 4 5 63 0a a a a a a a+ + + + + =+ ②， 

令 = 1x − 可得 0 1 2 3 4 5 6

62a a a a a a a− + − + =− + ③， 

②+③可得
5

0 2 4 6 2a a a a+ + =+ ①， 

将①代入④可得
5

2 4 6 2 1 31a a a+ + = − = . 

故选：D 

7. 【答案】D 

【分析】根据离心率得出双曲线渐近线方程，再由圆心到直线的距离及圆半径可求弦长. 

【详解】由 5e = ，则
2 2 2 2

2 2 2
1 5

c a b b

a a a

+
= = + = ， 

解得 2
b

a
= ， 

所以双曲线的一条渐近线为 2y x= ， 

则圆心 (2,3) 到渐近线的距离
2

| 2 2 3 | 5

52 1
d

 −
= =

+
， 

所以弦长 2 2 1 4 5
| | 2 2 1

5 5
AB r d= − = − = . 

故选：D 

8. 【答案】B 

【分析】判断当 0b ba c =  = 时， ( ) ( )a b c b c a  =   ，不能得 ,a c 同向，当 ,a c 同向时，可得

( ) ( )a b c b c a  =   ，从而得出答案. 

【详解】当 0b ba c =  = 时， ( ) ( )a b c b c a  =   ， 

但此时向量 ,a c 不一定同向；反之，当向量 ,a c 同向时， 
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( ) ( )a b c b c a  =   成立，所以“ ( ) ( )a b c b c a  =   ”是 

“向量 ,a c 同向”的必要不充分条件. 

故选：B 

9. 【答案】D 

【分析】以点D 为坐标原点， DA、 DC 、 1DD 所在直线分别为 x轴、 y 轴、 z 轴建立空间直角坐标系

D xyz− ，设点 P 的坐标为 ( )( )0,1, 0 1a a  ，求出点 1Q 、 2Q 的坐标，然后利用向量法来判断出命题

①②③的正误. 

【详解】取 1C D 的中点 2Q ，过点 P 在平面 1 1AB C D 内作 1PE C D⊥ ，再过点 E 在平面 1 1CC D D 内作

1EQ CD⊥ ，垂足为点 1Q . 

在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， AD ⊥平面 1 1CC D D ， PE 平面 1 1CC D D ， PE AD⊥∴ ， 

又 1PE C D⊥ ， 1AD C D D= ， PE ⊥平面 1 1AB C D ，即 PE ⊥ ， ( )f P E = ， 

同理可证 1EQ ⊥ ，CQ ⊥ ，则 ( ) ( ) 1f f P f E Q  
  = =  ， ( ) ( ) 2f f P f C Q  

  = =  . 

以点D 为坐标原点， DA、 DC 、 1DD 所在直线分别为 x轴、 y 轴、 z 轴建立空间直角坐标系 D xyz− ，

设 ( )0 1CP a a=   ，则 ( )0,1,P a ， ( )0,1,0C ，
1 1

0, ,
2 2

a a
E

+ + 
 
 

， 1

1
0, ,0

2

a
Q

+ 
 
 

， 2

1 1
0, ,

2 2
Q

 
 
 

. 

 

对于命题①，

2

2

1 1

4 2
PQ a

 
= + − 

 
， 0 1a  ，则

1 1 1

2 2 2
a−  −  ，则

2
1 1

0
2 4

a
 

 −  
 

，所以，

2

2

1 1 1 2
,

4 2 2 2
PQ a

  
= + −       

，命题①正确； 

对于命题②， 2CQ ⊥ ，则平面  的一个法向量为 2

1 1
0, ,

2 2
CQ

 
= − 
 

， 

1

1
0, ,

2

a
PQ a

− 
= − 
 

，令 2 1

1 1 3
0

4 2 4

a a a
CQ PQ

− −
 = − = = ，解得 ( )

1
0,1

3
a =  ， 

所以，存在点 P 使得 1 //PQ 平面  ，命题②正确； 
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对于命题③， 2

1 1 2
0, ,

2 2

a
PQ

− 
= − 
 

，令
( )

1 2

2 11
0

4 2

a aa
PQ PQ

−−
 = + = ， 

整理得 24 3 1 0a a− + = ，该方程无解，所以，不存在点 P 使得 1 2PQ PQ ，命题③错误. 

故选：D. 

【点睛】本题考查立体几何中线面关系、线线关系的判断，同时也涉及了立体几何中的新定义，利用空间

向量法来处理是解题的关键，考查推理能力，属于中等题. 

10. 【答案】B 

【分析】将 43 名学生进行二进制编号，再依次询问 6 个位置的编号是否是 1，从而确定答案. 

【详解】因为 5 62 32 43,2 64 43=  =  ， 

所以可以将 43 名学生进行六位二进制编号， 

第 i ( )1,2,3,4,5,6i = 个问题询问甲所想的同学的编号从左到右的第 i 位二进制编号是否是 1， 

问完 6 个问题，则甲所想的同学的编号即确定. 

故选：B 

第Ⅱ卷（共 110分） 

二、填空题共 5小题，每小题 5分，共 25分． 

11. 【答案】9  

【分析】利用茎叶图与百分位数的定义即可得解. 

【详解】根据茎叶图，小王同学在篮球赛中得分记录从小到大排列为：3,5,7,8,10,10,10,11,12,14 ， 

因为10 40% 4 = ，所以他在这 10 场比赛中得分的 40% 分位数为
8 10

9
2

+
= . 

故答案为：9 . 

12. 【答案】
1

2
 

【分析】利用对数运算及零点含义可得答案. 

【详解】由题意可得函数的定义域为 ( )0, + . 

2lg(2 1) lg lg(2 )y x x x x= + + = + ，令 0y = 可得 22 1x x+ = ，解得
1

2
x = 或 = 1x − （舍）， 

故答案为：
1

2
. 

13. 【答案】
21

8
 

【分析】根据题意，所得几何体体积为两个直三棱柱体积之差求解即可. 

【详解】因为窗户下边长 1m，所以留在底面上影子矩形的长为 1m， 

又影子矩形的面积为 1.5 m 2，所以矩形的宽为 1.5 m， 

设影子矩形靠近墙的边长到窗户底部墙的距离为 x，则
1

1.5 2.5

x

x
=

+
， 
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解得 1x = ， 

所以窗户与地面影子之间光线所形成的几何体为两个底面为直角三角形，高为 1的直三棱柱体积之差，其

中大三棱柱底面直角三角形两直角边为 2.5m ，小三棱柱底面直角三角形两直角边长为1m , 

所以 ( )2 31 1 21
2.5 1 1 1 m .

2 2 8
V =   −   =  

故答案为：
21

8
 

14. 【答案】    ①. 4     ②. 
3

2
−  

【分析】设 1 2

1 1
, , ,
2 2

A x B x
   
   
   

，依题可得， 2 1

π

6
x x− = ，结合

1
sin

2
x = 的解可得 ( )2 1

2π

3
x x − = ，

从而得到的值，再根据
2
π 0

3
f
 

= 
 

以及 ( )0 0f  ，即可得
2

( ) sin 4 π
3

f x x
 

= − 
 

，进而求得 ( )πf ． 

【详解】设 1 2

1 1
, , ,
2 2

A x B x
   
   
   

，由
π

6
AB = 可得 2 1

π

6
x x− = ， 

由
1

sin
2

x = 可知，
π

2 π
6

x k= + 或
5π

2 π
6

x k= + ， Zk ，由图可知， 

当 0  时， ( )2 1

5 π 2π
π

6 6 3
x x   + − + = − = ，即 ( )2 1

2π

3
x x − = ， 4 = ； 

当 0  时， ( )1 2

5 π 2π
π

6 6 3
x x   + − + = − = ，即 ( )1 2

2π

3
x x − = ， 4 = − ； 

综上： 4 =  ； 

因为同一图象对应的解析式是一样的，所以此时不妨设 4ω ，则 ( ) ( )sin 4f x x = + ， 

因为
2 8π
π sin 0

3 3
f 
   

= + =   
   

，所以
8π

π
3

k+ = ，即
8
π π

3
k = − + ， Zk ． 

所以
8 2

( ) sin 4 π π sin 4 π π
3 3

f x x k x k
   

= − + = − +   
   

， 

所以 ( )
2

sin 4 π
3

f x x
 

= − 
 

或 ( )
2

sin 4 π
3

f x x
 

= − − 
 

， 

又因为 ( )0 0f  ，所以
2

( ) sin 4 π
3

f x x
 

= − 
 

， 

( )
2 3

π sin 4π π
3 2

f
 

 = − = − 
 

． 

故答案为： 4 ；
3

2
− . 

15. 【答案】①② 
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【分析】分 x、 y 的符号情况化简曲线C 的方程，从而可画出曲线C 的图象，结合图象逐一分析即可. 

【详解】当 0x  ， 0y  时，曲线C 的方程为    
2 24 4x y− = ，即

2
2 1

4

x
y− = ，曲线C 是双曲线的一部

分； 

当 0x  ， 0y  时，曲线C 的方程为    
2 24 4x y+ = ，即

2
2 1

4

x
y+ = ，曲线C 是椭圆的一部分； 

当 0x  ， 0y  时，曲线C 的方程为    
2 24 4x y− − = ，曲线C 不存在； 

当 0x  ， 0y  时，曲线C 的方程为    
2 24 4x y− + = ，即

2
2 1

4

x
y − = ，曲线C 是双曲线的一部分； 

双曲线
2

2 1
4

x
y− = 和

2
2 1

4

y
x− = 有一条共同的渐近线 2 0x y− = ， 

综上，可作出曲线C 的图象，如图： 

     

由图象可知曲线C 的图象上的点都在直线 2 0x y− = 的下方， 

所以当 0 0( , )P x y 在曲线C 上时，有 0 02 0x y−  ，故①正确； 

设过点 ( )0, 1− 的直线 l 的方程是 1y kx= − ，若直线 l 与椭圆
2

2 1
4

x
y+ = 相切， 

则由 2
2

1

1
4

y kx

x
y

= −



+ =


得 2 21 4 08( )k x kx−+ = ， 

264 0k = = ，得 0k = ； 

若直线 l 与双曲线
2

2 1
4

x
y − = 相切， 

则由 2
2

1

1
4

y kx

x
y

= −



− =


得
2 2(4 1) 8 0k x kx− − = ，则 24 1 0k −  且 264 0k = = ，得 0k = ， 

此时直线 l 的方程是 1y = − ，与曲线C 相切，故②正确； 

直线 2 0x y m− + = 是表示与直线 2 0x y− = 平行或重合的直线， 

由曲线C 的图象可知，直线 2 0x y m− + = 与曲线C 不可能有四个交点，故③错误； 

设直线 2 0x y n− + = 与椭圆
2

2 1
4

x
y+ = 相切，则 
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由 2
2

2 0

1
4

x y n

x
y

− + =



+ =


得 2 28 4 4 0y ny n− + − = ， 

所以 2 216 32( 4) 0n n = − − = ，解得 2 2n =  ，结合曲线C 的图象，取 2 2n = − ， 

即直线 2 2 2 0x y− − = 与曲线C 相切， 

所以若直线 2 0x y m− + = 与曲线C 无公共点，结合曲线C 的图象， 

0m  或 2 2m  − ，故④错误. 

故答案为：①②. 

【点睛】方法点睛：1.曲线方程中带有绝对值，一般是分绝对值里的式子的符号讨论去绝对值； 

2.直线与曲线的交点问题常采用数形结合的方法. 

三、解答题共 6小题，共 85分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤． 

16. 【答案】（1）
π

6
     

（2）答案见解析 

【分析】（1）利用三角函数恒等变换化简得 sin 2 1
6

π
A

 
+ = 

 
，进而求得解A ； 

（2）选择①②， ABC 不唯一；选②③，利用正弦定理与三角形面积公式即可得解；选①③，利用余弦

定理与三角形面积公式即可得解 

【小问 1 详解】 

因为
π 1 3 1 1

sin cos ,sin cos sin
6 4 2 2 4

A A A A A
  

+ = − =       
， 

则 23 1 1 3 1 1 cos2 1
sin cos sin , sin2

2 2 4 4 2 2 4

A
A A A A

−
− = −  = ， 

故
3 1 π

sin2 cos2 1,sin 2 1
2 2 6

A A A
 

+ = + = 
 

， 

由于
π π 13π

0 π, 2
6 6 6

A A   +  ， 

所以
π π π

2 ,
6 2 6

A A+ = = . 

【小问 2 详解】 

若选①②， 

三个已知条件是
π π

, , 3
6 4

A B c b= = = ，没有一个是具体的边长，无法确定 ABC ． 

若选②③， 
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三个已知条件是
π π

, , 2
6 4

A B a= = = ，由正弦定理得

2
2 2

π π
sin sin

6 4

b
b=  =

， 

此时 ABC 存在且唯一， ( )
1 2 3 2 6 2

sin sin
2 2 2 2 4

C A B
+

= + =  +  = ， 

所以
1 1 6 2

sin 2 2 2 3 1
2 2 4

ABCS ab C
+

= =    = + ； 

若选①③， 

三个已知条件是
π

, 3 , 2
6

A c b a= = = ， 

由余弦定理得 2 2 2 2 cosa b c bc A= + − ，即 2 2 3
4 3 2 3

2
b b b b= + −   ， 

解得 2b = （负值舍去），则 2 3c = ， 

此时 ABC 存在且唯一，所以
1 1 1

sin 2 2 3 3
2 2 2

ABCS bc A= =    =△ . 

17. 【答案】（1）
17

30
     

（2）分布列见解析，期望值 ( )
17

10
E X = ；     

（3） ( ) ( )P F P E< ，理由见解析； 

【分析】（1）由频数分布表计算出样本中的频率，即可估计出其概率； 

（2）分别估计出 A、B 小区 41-70 岁人群中对垃圾分类比较了解的概率，求出随机变量对应取值的概率，

即可得出分布列和期望值； 

（3）分别估计出 A、B 小区三个不同群体对垃圾分类比较了解的概率，根据题意由概率乘法公式分别计算

可得 ( ) ( ),P E P F ，即可得出结论. 

【小问 1 详解】 

根据频数分布表可知， 

抽取的 A小区 300 人样本中，有60 80 30 170+ + = 人对垃圾分类比较了解， 

所以样本中对垃圾分类比较了解的概率为
170 17

300 30
P = = ； 

由样本估计总体的思想，用频率估计概率可知： 

从 A小区随机抽取一名居民，估计其对垃圾分类比较了解的概率为
17

30
； 

【小问 2 详解】 

根据频数分布表可知，A小区 41-70 岁人群中对垃圾分类比较了解的概率可估计为
80 4

100 5
= ； 



 

第14页/共22页 
 

B 小区 41-70 岁人群中对垃圾分类比较了解的概率可估计为
90 9

100 10
= ； 

易知随机变量 X 的所有可能取值为0,1, 2 ； 

易知 ( )
4 9 1

0 1 1
5 10 50

P X
  

= = − − =  
  

， 

( )
4 9 4 9 13

1 1 1
5 10 5 10 50

P X
   

= = −  +  − =   
   

； 

( )
4 9 18

2
5 10 25

P X = =  = ； 

所以 X 的分布列如下： 

X  0 1 2 

P  
1

50
 

13

50
 

18

25
 

期望值 ( )
1 13 18 17

0 1 2
50 50 25 10

E X =  +  +  =  

【小问 3 详解】 

( ) ( )P F P E< ，理由如下： 

从三个年龄组随机抽取两组共有
2

3C 3= 种，每一种组合出现的可能为
1

3
； 

易知 A小区三个年龄组对垃圾分类比较了解的概率分别为
3 4 3

, ,
5 5 10

， 

所以可得 ( )
1 3 4 3 3 4 3 3

3 5 5 5 10 5 10 10
P E

 
=  +  +  = 

 
， 

同理 ( )
1 3 9 3 1 9 1 29

3 10 10 10 2 10 2 100
P F

 
=  +  +  = 

 
，显然

29 30 3

100 100 10
=< ； 

即 ( ) ( )P F P E< . 

18. 【答案】（1）证明见解析     

（2）
2

6
 

【分析】（1）连接 BD交 AC 于点O ，连接OM ，由 //PB OM 可得 //PB 平面MAC ； 

（2）延长 ,AB DC ，交于点 N ，则直线 NP 就是平面 PAB与平面 PCD的交线 l ，以点 A 为原点建立空

间直角坐标系，求出 PN 及面MAC 的法向量，求 l 与平面MAC 所成角的正弦值． 

【小问 1 详解】 

连接 BD交 AC 于点O ，连接OM ， 
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因为 , 2BC AD AD BC=∥ ，所以
1

2

OB BC

OD AD
= = ， 

又因M 是棱 PD上靠近点 P 的三等分点， 

所以
1

2

OB PM

OD MD
= = ，所以 //PB OM ， 

又OM 平面 ,MAC PB 平面MAC ，所以 //PB 平面MAC ； 

【小问 2 详解】 

 

延长 ,AB DC ，交于点 N ， 

所以 ,N P 为平面 PAB与平面 PCD的公共点， 

所以直线 NP 就是平面 PAB与平面 PCD的交线 l ； 

因为平面 PAD ⊥平面 ,ABCD PA AD⊥ ，平面 PAD平面 ,ABCD AD PA= 平面 PAD ， 

所以 PA ⊥平面 ABCD，又 AB 平面 ABCD，所以 PA AB⊥ ， 

如图，以点 A为原点建立空间直角坐标系， 

因为 , 2BC AD AD BC=∥ ， 

所以
1

2 1

BN BC BN

AN AD BN
= = =

+
，所以 1BN = ， 

则 ( ) ( ) ( ) ( )
2 4

0,0,0 , 1,1,0 , 0, , , 0,0,2 , 2,0,0
3 3

A C M P N
 
 
 

， 

则 ( ) ( )
2 4

1,1,0 , 0, , , 2,0, 2
3 3

AC AM PN
 

= = = − 
 

， 

设平面MAC 的法向量为 ( ), ,n x y z= ， 

则有

0

2 4
0

3 3

n AC x y

n AM y z

  = + =



 = + =


，可取 ( )2, 2,1n = − ， 

则
4 0 2 2

cos ,
63 2 2

n PN
n PN

n PN

 + −
= = =


， 
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即 l 与平面MAC 所成角的正弦值为
2

6
 

19. 【答案】（1）a e= （2）当 0a  时，函数 ( )f x 无极小值；当 0a  ， ( )f x 在 lnx a= 处取得极小值

ln a ，无极大值（3） k 的最大值为1  

【分析】（1）求出 '( )f x ，由导数的几何意义，解方程 '(1) 0f = 即可；（2）解方程 '( ) 0f x = ，注意分类

讨论，以确定 '( )f x 的符号，从而确定 ( )f x 的单调性，得极大值或极小值（极值点多时，最好列表表示）；

（3）题意就是方程 (x) kx 1f = − 无实数解，即关于 x 的方程 ( )
1

1
x

k x
e

− = 在 R 上没有实数解．一般是分

类讨论， 1k = 时，无实数解， 1k  时，方程变为
1

1

xxe
k

=
−

，因此可通过求函数 ( ) xg x xe= 的值域来求得

k 的范围． 

【详解】（1）由 ( ) 1
x

a
f x x

e
= − + ,得 ( ) 1

x

a
f x

e
 = − ． 

又曲线 ( )y f x= 在点 ( )( )1, 1f 处的切线平行于 x轴, 

得 ( )1 0f  = ,即1 0
a

e
− = ,解得a e= ． 

（2） ( ) 1
x

a
f x

e
 = − , 

①当 0a  时, 0f x , ( )f x 为 ( ),− + 上的增函数, 

所以函数 ( )f x 无极值． 

②当 0a  时,令 ( ) 0f x = ,得 xe a= , lnx a= ． 

( ), lnx a − , ( ) 0f x  ; ( )ln ,x a + , 0f x ． 

所以 ( )f x 在 ( ), ln a− 上单调递减,在 ( )ln ,a + 上单调递增, 

故 ( )f x 在 lnx a= 处取得极小值,且极小值为 ( )ln lnf a a= ,无极大值． 

综上,当 0a  时,函数 ( )f x 无极小值 

当 0a  , ( )f x 在 lnx a= 处取得极小值 ln a ,无极大值． 

（3）当 1a = 时, ( )
1

1
x

f x x
e

= − +  

令 ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1
x

g x f x kx k x
e

= − − = − + , 

则直线 l : 1y kx= − 与曲线 ( )y f x= 没有公共点, 

等价于方程 ( ) 0g x = 在 R 上没有实数解． 
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假设 1k  ,此时 ( )0 1 0g =  , 1

1

1 1
1 0

1
k

g
k

e −

 
= − +  

− 
, 

又函数 ( )g x 的图象连续不断,由零点存在定理,可知 ( ) 0g x = 在 R 上至少有一解,与“方程 ( ) 0g x = 在 R 上

没有实数解”矛盾,故 1k  ． 

又 1k = 时, ( )
1

0
x

g x
e

=  ,知方程 ( ) 0g x = 在 R 上没有实数解． 

所以 k 的最大值为1． 

解法二:  

（1）（2）同解法一． 

（3）当 1a = 时, ( )
1

1
x

f x x
e

= − + ． 

直线 l : 1y kx= − 与曲线 ( )y f x= 没有公共点, 

等价于关于 x的方程
1

1 1
x

kx x
e

− = − + 在 R 上没有实数解,即关于 x的方程: 

( )
1

1
x

k x
e

− = （*） 

在 R 上没有实数解． 

①当 1k = 时,方程（*）可化为
1

0
xe
= ,在 R 上没有实数解． 

②当 1k  时,方程（*）化为
1

1

xxe
k

=
−

． 

令 ( ) xg x xe= ,则有 ( ) ( )1 xg x x e = + ． 

令 ( ) 0g x = ,得 = 1x − , 

当 x变化时, ( )g x 的变化情况如下表: 

x  ( ), 1− −  1−  ( )1,− +  

( )g x  −  0  +  

( )g x  减 
1

e
−  增 

 

当 = 1x − 时, ( )
min

1
g x

e
= − ,同时当 x趋于+时, ( )g x 趋于+ , 

从而 ( )g x 的取值范围为
1

,
e

 
− +
 

． 
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所以当
1 1

,
1k e

 
 − − 

−  
时,方程（*）无实数解, 解得 k 的取值范围是 ( )1 ,1e− ． 

综上,得 k 的最大值为1． 

考点：导数的几何意义，极值，导数与单调性、值域，方程根的分布． 

20. 【答案】（1）
2

2 1
4

x
y+ =      

（2）2 

【分析】（1）写出直线 AC 的方程，根据原点O 到直线 AC 的距离及离心率求得 ,a b即可； 

（2）解法一：设 ( )( )0 0 0, 0, 2P x y x  ，写出 , ,AC PB PC 方程并联立求得 ,T Q 坐标，代入斜率公式计算

即可； 

解法二：
1

: 1
2

AC y x= + 与 ( )1: 2PB y k x= − 联立可得Q 坐标，将 PB 与椭圆方程联立得 P 坐标，写出

PC 方程得T 坐标，代入斜率公式计算即可. 

【小问 1 详解】 

原点O 到直线 : 1
x y

AC
a b
+ =

−
即 0bx ay ab− + = 的距离

2 2

2
5

5

ab
d

a b
= =

+
， 

又
3

2

c
e

a
= = ， 

2 2 2a b c= + ，解之得 2, 1a b= = ，所以椭圆 E 的方程为
2

2 1
4

x
y+ = ． 

【小问 2 详解】 

解法一：设 ( )( )0 0 0, 0, 2P x y x  ，则
2

20
0 1

4

x
y+ = ， 

直线 PB 的斜率
0

1

0 2

y
k

x
=

−
， 

因为 ( ) ( ) ( )2,0 , 2,0 , 0,1A B C− ，所以
0

0

1
: 1

y
PC y x

x

−
= + ， 

令 0y = 得
0

01

x
x

y
=

−
，所以

0

0

,0
1

x
T

y

 
 
− 

， 
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又 ( )0

0

1
: 1, : 2

2 2

y
AC y x PB y x

x
= + = −

−
，联立可得

0 0 0

0 0 0 0

2 4 4 4
,

2 2 2 2

x y y
Q

y x y x

 + −
 

− + − + 
， 

直线QT 的斜率
( )

0

0 00 0
2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

4
0

4 12 2

2 4 4 4 4 8 4

2 2 1

y

y yy x
k

x y x x y x y y

y x y

−
−− +

= =
+ − − − + −

−
− + −

 

( )

( )
( )0 0 0 0 0

22 2
0 0 0 0 0 00 0 0 0 0

4 1 4 1 1

8 4 8 2 24 4 4 4 8 4

y y y y y

y x y y x yy y x y y

− − −
= = =

− − + + −− − − + −
 

，所以
( ) ( )( )

( )( )
0 0 0 0 00 0

1 2

0 0 0 0 0 0

2 2 2 1 21
2 2

2 2 2 2 2 2

y x y y xy y
k k

x x y x x y

+ − − − −−
− = −  =

− + − − + −
 

( )

2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 4 2 2 2 4 1

2 4 4 4 24 4 2 4 4 4

y x y x y y x y x y

x x y x y y x y x y

− + + − − + + −
= = = −

+ − − + − + − − +
． 

综上 2 = ． 

解法二：因为 ( ) ( ) ( ) 1

1
2,0 , 2,0 , 0,1 ,

2
A B C k−   

所以
1

: 1
2

AC y x= + ，与 ( )1: 2PB y k x= − 联立可得 1 1

1 1

4 2 4
,

2 1 2 1

k k
Q

k k

 +
 

− − 
， 

将 ( )1: 2PB y k x= − 代入
2

2 1
4

x
y+ = 得 ( )2 2 2 2

1 1 14 1 16 16 4 0k x k x k+ − + − = ， 

所以

2

1

2

1

16 4
2

4 1
P

k
x

k

−
=

+
，则

2

1

2

1

8 2

4 1
P

k
x

k

−
=

+
，

2

1 1
1 2 2

1 1

8 2 4
2

4 1 4 1
P

k k
y k

k k

 − −
= − = 

+ + 
， 

所以

2

1 1

2 2

1 1

8 2 4
,

4 1 4 1

k k
P

k k

 − −
 

+ + 
， 

则直线 PC 的斜率为
( )

( )( )

( )

( )

1
22 2

1 11 1 1

2 2

1 1 1 1 1

2

1

4
1

2 1 2 14 1 4 4 1

8 2 8 2 2 2 1 2 1 2 2 1

4 1

PC

k

k kk k k
k

k k k k k

k

−
−

− + − ++ − − −
= = = =

− − + − −

+

， 

所以
( )

( )
1

1

2 1
: 1

2 2 1

k
PC y x

k

− +
= +

−
，令 0y = 得

1

1

4 2

2 1

k
x

k

−
=

+
，则 1

1

4 2
,0

2 1

k
T

k

 −
 

+ 
， 

所以QT 斜率为
( )

( )( ) ( )( )

1

1 11
2

1 1 1 1 1 1

1 1

4
0

4 2 12 1

4 2 4 2 4 2 2 1 4 2 2 1

2 1 2 1

k

k kk
k

k k k k k k

k k

−
+−

= =
+ − + + − − −

−
− +

 

( )1 1 1

1

4 2 1 1

16 2 4

k k k

k

+
= = + ， 
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则 1 2

1
2

2
k k− = − ． 

综上 2 = ． 

【点睛】关键点睛：关系式 1 2

1

2
k k+ = 中关键是 1 2,k k 的计算，计算 1 2,k k 必须要有各点的坐标，故要设

直线方程联立求交点坐标. 

21. 【答案】（1）①不满足；②满足     

（2）证明见解析；    （3） 0na = 或 3na = ； 

【分析】（1）根据题意分析判断； 

（2）根据题意先证3为数列 na 中的项，再利用反证法证明集合 3∣ nn a =N 为无限集； 

（3）先根据题意证明  0,2,3na  ，再分 na 为常数列和非常数列两种情况，分析判断. 

【小问 1 详解】 

对①，取 1i = ，对 , 1j j  N ，则 1 1, ji ja a a= = = ， 

可得 1 1j ji i ja a a ja = − −− = −− ， 

显然不存在 ,k j k  N ，使得 1ka = − ， 

所以数列 na 不满足性质 P； 

对②，对于 , ,i j i j  N ，则 2ib i= + ， 2jb j= + ， 

故 ( )( ) ( ) ( )2 2 2 2ji ij i j i j i j i jbb b b− − = + + − + − + =  + +  

( )2 2i j i j=  + + − + ，因为 , , 1, 2i j i j  N ， 

则 ( )2i j i j  + + − N ，且 ( ) ( )2 1 2 3i j i j i j j + + − = + + −  ， 

所以存在 ( )2k i j i j =  + + − N ， k j ， 

使得 ( )2 2 jk ijib bi bj i j b b=  + + −= −− + ， 

故数列 nb 满足性质 P； 

【小问 2 详解】 

若数列 na 满足性质 P ，且 1 1a = ，则有： 

取 1 11, 1,i j j j = =  N ，均存在 1 1 1,k j k  N ，使得
1 1 11 1 1k j ja a a a a= − − = − ， 

取 2 1 21, ,i j j k j = =  N ，均存在 2 2 1 2,k j k k   N ，使得
2 2 21 1 1k j ja a a a a= − − = − ， 

取 1 2 1,i k j k k= =  ，均存在 1 2 11,m k m   N ，使得
1 1 2 1 2

3m k k k ka a a a a= − − = ， 

故数列 na 中存在 n N ，使得 3na = ，即 3∣ nn a = N ， 

反证：假设 3∣ nn a =N 为有限集，其元素由小到大依次为 ( )1 2, , , 1l ln n n n  ， 
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取 1, 1l li j n n= = +  ，均存在 1,L l Lk n k  + N ，使得 1 1 1 1 1
L l lk n na a a a a+ += − − = − ， 

取 1, 1Li j k= = + ，均存在 1 11,L L Lk k k 

+ + + N ，使得
1 1 1 1 1 1

L L Lk k ka a a a a
+ + += − − = − ， 

取 1,L Li k j k += = ，均存在 1 1 1,l L l ln k n n 

+ + +  N ，使得
1 1 1

3
l L L L Ln k k k ka a a a a
+ + +
= − − = ， 

即  1 3∣l nn n a

+  =N 这与假设相矛盾，故集合 3∣ nn a =N 为无限集. 

【小问 3 详解】 

设周期数列 na 的周期为 1,T T  N ，则对 n  N ，均有 n n Ta a += ， 

设周期数列 na 的最大项为 , ,1Ma M M T  N ，最小项为 , ,1Na N N T  N ， 

即对 n  N ，均有 N n Ma a a  ， 

若数列 na 满足性质 P ： 

反证：假设 4Ma  时，取 ,i M j M T= = + ，则 ,k M T k   + N ，使得

2 2k M M T M M T M Ma a a a a a a+ += − − = − ， 

则 ( )2 3 3 0k M M M M Ma a a a a a− = − = −  ，即 k Ma a ， 

这对 n  N ，均有 N n Ma a a  矛盾，假设不成立；则对 n  N ，均有 3na  ； 

反证：假设 2Na  − 时，取 ,i N j N T= = + ，则 ,k N T k   + N ，使得

2 2 4k N N T N N T N Na a a a a a a+ += − − = −  ， 

这与对 n  N ，均有 3na  矛盾，假设不成立，即对 n  N ，均有 1na  − ； 

综上所述：对 n  N ，均有 1 3na−   ， 

反证：假设 1 为数列 na 中的项，由（2）可得： 1,3− 为数列 na 中的项， 

∵ ( )1 3 1 3 5−  − − − = − ，即 5− 为数列 na 中的项， 

这与对 n  N ，均有 1 3na−   相矛盾，即对 n  N ，均有 1na  ，同理可证： 1na  − ， 

∵ na Z，则  0,2,3na  ， 

当 1T = 时，即数列 na 为常数列时，设 na a= ，故对 , ,i j i j  N ，都存在 k j ， 

使得
2 2ik ij ja a a a a a a a= − − = − = ，解得 0a = 或 3a = ，即 0na = 或 3na = 符合题意； 

当 2T  时，即数列 na 至少有两个不同项，则有： 

①当0, 2 为数列 na 中的项，则0 2 0 2 2 − − = − ，即 2− 为数列 na 中的项，但  2 0,2,3−  ，不成

立； 

②当0,3为数列 na 中的项，则0 3 0 3 3 − − = − ，即 3− 为数列 na 中的项，但  3 0,2,3−  ，不成

立； 
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③当 2,3为数列 na 中的项，则 2 3 2 3 1 − − = ，即1为数列 na 中的项，但  1 0,2,3 ，不成立； 

综上所述： 0na = 或 3na = . 

【点睛】（1）对于证明中出现直接证明不方便时，我们可以利用反证法证明； 

（2）对于周期数列 na 满足性质 P ，证明思路：先逐步缩小精确 na 的取值可能，再检验判断. 
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