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2019 北京石景山区高三一模 

数    学（理） 

 本试卷共 6页，满分为 150分，考试时间为 120分钟．请务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效，考

试结束后上交答题卡． 

第一部分（选择题 共 40分） 

一、选择题共 8小题，每小题 5分，共 40分．在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项． 

1.  已知集合 { | 1}P x x R ≥ ， {2, 3}Q  ，则下列关系中正确的是 

 A. P＝Q     B. PÜ Q C. QÜ P D. P Q R  

2. 设 i 是虚数单位，若复数 (1 i) 2iz  ，则复数 z 的模为 

 A. 1 B. 2  C. 3  D. 2  

3. 某几何体的三视图如右图所示，该几

体的体积为 

 

  

 A. 2 

 B. 6  

 C. 10  

 D. 24  

4. 九连环是我国从古至今广泛流传的一种益智 

 

游戏．在某种玩法中，用 na 表示解下 *( 9, )n n nN≤ 个圆环所需的移动最少次数，{ }na 满足 1 1a  ，且

1

1

2 1,

2 2,

n

n

n

a
a

a






 


          ，则解下 4个圆环所需的最少移动次数为 

 A. 7  B. 10  C. 12  D. 22  

5. 中国南宋时期的数学家秦九韶提出了 

 

 

一种多项式简化算法，右图是实现该

算 法 的 程 序 框 图 ， 如 输 入 的

1, 2x n  ，依次输入的 a 为 1，2，

是 

否

   

输入 ,n x  

开始 

结束 

k n  

0, 0k s   

输入 a  

1

s s x a

k k

  

 
 

输出 s 出

fdnjfnnn n

2a a 

1n n   

 

 

n为偶数 

n为奇数 
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3，运行程序，输出的 s 的值为 

 A. 1  

 B. 2   

 C. 3   

 D. 6   

6. 已知平面向量 ( , 2) , (1, ),a k b k k  R，则 2k  是 a 与b 同向的 

 A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件 

 C. 充要条件 D. 既不充分也不必要条件 

7. 若 1x y a b    ，则下列各式中一定正确的是 

 
A. x ya b  B. ln lnx y  C. sin sinx y  D. 

a b

x y
  

8. 已知函数 ( ) sin 2 3cosf x a x x  的一条对称轴为
π

6
x   ， 1 2( ) ( ) 0f x f x  ， 

 且函数 ( )f x 在 1 2( , )x x 上具有单调性，则 1 2| |x x 的最小值为 

 A. 
π

6
 B. 

π

3
 C. 

2π

3
 D. 

4π

3
 

第二部分（非选择题共 110分） 

二、填空题共 6小题，每小题 5分，共 30分． 

9. 若变量 ,x y 满足约束条件

1,

1,

1,

x y

y x

x








≥

≤

≤

则 2z x y  的最小值为_________． 

10. 等比数列{ }na 的首项 1 2a  ， 4 16a  ，则其前 n项和 nS  _______．  

11. 
在极坐标系中，直线 sin 2   与圆 4sin  的位置关系为______．（填“相交”、 “相切”或“相

离”）  

12. 若四面体各棱的长是 1或 2，且该四面体不是正四面体，则其表面积的值可能是______．（只需写出一

个可能的值） 

13. 过双曲线
2 2

2 2
1

x y

a b
  的一个焦点 F 作其渐近线的平行线 l ，直线 l 与 y轴交于点 P，若线段 OP的中点为

双曲线的虚轴端点（O为坐标原点），则双曲线的离心率为____． 

14. 在直角坐标系 xOy中，点  1 1,A x y 和点  2 2,B x y ，设集合   2 2= , | 1M x y x y  ， 
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且 ,A B M ， =1AB ，则 1 2 1 2 =x x y y ；点 A , B 到 x轴距离之和的最小值

为            ． 

三、解答题共 6小题，共 80分．解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程． 

15. （本小题 13分） 

在 ABC△ 中，角 A B C， ， 的对边分别为 a b c，，， 2 3b= ， 3c= ，
1

cos
3

B=  ． 

（Ⅰ）求 sinC的值；  

（Ⅱ）求 ABC△ 的面积． 

 

 

 

16. （本小题 13分） 

某不透明纸箱中共有 4个小球，其中 1个白球，3个红球，它们除颜色外均相同． 

（Ⅰ）一次从纸箱中摸出两个小球，求恰好摸出 2个红球的概率； 

（Ⅱ）每次从纸箱中摸出一个小球，记录颜色后放回纸箱，这样摸取 4 次，记得到红球的次数为 ，求 的分布

列； 

（Ⅲ）每次从纸箱中摸出一个小球，记录颜色后放回纸箱，这样摸取 100 次，得到几次红球的概率最大？只需写

出结论． 

17. （本小题 14分） 

如图，在四棱锥E ABCD 中，平面 ABCD平面 AEB，且四边形 ABCD 为矩形， 120BAE= ，

4AE= AB= ， 2AD= ，F G， 分别为BE AE， 的中点，H 在线段 BC 上（不包括端点）． 

（Ⅰ）求证：CD∥平面FGH ； 

（Ⅱ）求证：平面DAF 平面CEB ； 

（Ⅲ）是否存在点H ，使得二面角H GF B  的大小为
π

6
？若存在，求

BH

BC
；若不存在，说明理由． 

 

 

 

H

G
F

E

C

A
B

D
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18.（本小题 13分） 

设函数 ( ) 1xf x e ax   ， 0a  ． 

（Ⅰ）若曲线 ( )y f x 在点 (1, (1))f 处的切线与 x轴平行，求 a ； 

（Ⅱ）当 1x  时，函数 ( )f x 的图象恒在 x轴上方，求 a 的最大值． 

19．（本小题满分 14分） 

已知椭圆
2 2

2 2
: 1( 0)
x y

C a b
a b

    的离心率为
1

2
，右焦点为 ( ,0)F c ，左顶点为 A，右顶点B 在直线 l : 2x 

上． 

（Ⅰ）求椭圆C 的方程； 

（Ⅱ）设点 P 是椭圆C 上异于 A， B 的点，直线 AP交直线 l 于点D，当点 P 运动时，判断以BD为直径的圆与

直线 的位置关系，并加以证明． 

20.（本小题 13分） 

若项数为 n的单调递增数列{ }na 满足： 

① 1 1a  ； 

②对任意 k （ *kN ， 2 k n≤ ≤ ），存在 ,i j（ * *,i j N N ，1 i j n≤ ≤ ≤ ）使得 k i ja a a  ，则称数列

{ }na 具有性质 P . 

（Ⅰ）分别判断数列1, 3, 4, 7 和1, 2, 3, 5是否具有性质 P ，并说明理由； 

（Ⅱ）若数列{ }na 具有性质 P ，且 36na  ， 

（ⅰ）证明数列{ }na 的项数 7n≥ ； 

（ⅱ）求数列{ }na 中所有项的和的最小值． 

PF
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数学试题答案 

一、选择题：本大题共 8个小题，每小题 5分，共 40分．  

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 

答案 C B B A D C A C 

二、填空题：本大题共 6个小题，每小题 5分，共 30分．  

9． 1 ；           10． 12 2n  ；         11．相交；      

12．
15

2 3
2

 或 15  或
3 3 15

4


；     13． 2  ；     14．

1

2
，

3

2
． 

三、解答题：本大题共 6个小题，共 80分．解答题应写出文字说明，证明过程或演算步骤． 

15．（本小题 13分） 

解：(Ⅰ)在 ABCV 中，
1

cos
3

B = ， 

       ∴
2 21 2 2

sin 1 cos 1 ( )
3 3

  B= B = ，                      

∵ 2 3b= ， 3c= ， 

由正弦定理
sin sin


b c

B C
得

2 3 3

sin2 2

3


C

，                    

∴
6

sin
3

C = ．                                              

(Ⅱ)由余弦定理 2 2 2+ 2 cosb = a c ac B得 2 1
12 +9 2 3 ( )

3
   = a a ，  

∴ 2 2 3 0 a a = ， 

解得 1a= 或 3a= （舍）                                   

∴
1

sin
2

ABCS = ac BV
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1 2 2
1 3 2

2 3
     ．                            

16．（本小题 13分） 

解：(Ⅰ)设“一次从纸箱中摸出两个小球，恰好摸出 2个红球”为事件 A．    

则
2

3

2

4

1
( )

2

C
P A

C
  ．                                          

(Ⅱ) 可能取 0，1，2，3，4．                                    

0 0 4

4

3 3 1
( 0) ( ) (1 )

4 4 256
P C     ， 1 1 3

4

3 3 3
( 1) ( ) (1 )

4 4 64
P C     ， 

2 2 2

4

3 3 27
( 2) ( ) (1 )

4 4 128
P C     ， 3 3 1

4

3 3 27
( 3) ( ) (1 )

4 4 64
P C     ， 

4 4 0

4

3 3 81
( 4) ( ) (1 )

4 4 256
P C     ．                            

所以 的分布列为 

  0 1 2 3 4 

P 1

256
 

3

64
 

27

128
 

27

64
 

81

256
 

（Ⅲ）75．                                                      

17．（本小题 14分） 

（Ⅰ）证明：在矩形 ABCD中，CD∥ AB ，                            

∵ F G， 分别为BE AE， 的中点， 

∴ FG ∥ AB ，且FG
1

2
= AB ，                              

∴CD∥FG ，                                               

∵ CD 平面FGH ， FG 平面FGH ， 

∴CD∥平面FGH ．                                           

（Ⅱ）证明：在矩形 ABCD中， AD AB， 
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∵矩形 ABCD 平面 AEB，且平面 ABCD I 平面 AEB= AB， 

∴ AD 平面 AEB，                                           

又 BE 平面 AEB， 

∴ AD BE，                                                 

∵ AE = AB，F 为 BE的中点， 

∴ AF BE， 

又 AD AF = AI ， 

∴ BE 平面 ADF ，                                           

∵ BE 平面CEB， 

∴平面 DAF 平面CEB．                                      

（Ⅲ）在平面 ABE内作 AB 的垂线，如图建立 

空间直角坐标系 A xyz- ， 

∵ o120BAE = ， 4AE= AB= ， 2AD= ， 

∴ (0 0 0)A ，， ， (0 4 0)B ，， ， (0 4 2)C ，， ， 

(2 3 2 0)E ， ， ， ( 3 1 0)G ， ， ， ( 3 1 0)F ，， ，                

设
BH

=
BC

，∴ (0 0 2) (0 0 2 )   BH = BC
uuur uuur

，， ，， ， 

∴ (0 4 2 )H ，， ，                                          

∴ =(0 2 0)GF ，，
uuur

， ( 3 3 2 )FH =
uuur

，， ，                       

设平面FGH 的法向量为 = ( )n x y z
r

，， ， 

∴
0

0

  


 

n GF

n FH

r uuur

r uuur
，

，
即

2 0

3 3 2 0



 

y

x+ y+ z

，

，
                        

令 2x ，则 3z ， 

∴ = (2 0 3)n
r

，， 是平面FGH 的一个法向量，                  

A  

C  D  

B  

F  

H  

G  

E  
x  

z  

y  
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∵ AD 平面 AEB， 

∴平面 AEB的法向量为 (0 0 2)AD
uuur

，， ，                        

∵二面角  H GF B的大小
6


 

∴
2

2 3 3
| cos >|=

2(2 ) 3 2
 

 
n AD
r uuur
， ，解得

1

2
   ，        

∵ H 在BC 上，∴
1

2
  ．                                     

18．（本小题 13分） 

解：（Ⅰ） ( ) e 1  xf x axQ  

aexf x  )( ，                                      

aef  )1( ，                                         

由题设知 (1) 0f   ，即 0ae ，解得 ea  ．               

经验证 ea  满足题意。 

（Ⅱ）方法一：       

令   0f x  ，即
xe a ，则 lnx a                          

（1）当 ln 1a  时，即0 a e   

对于任意  , lnx a  有   0f x  ， 

故  f x 在  , ln a 单调递减；                             

对于任意  ln ,1x a 有   0f x  ， 

故  f x 在  ln ,1a 单调递增，                                

因此当 lnx a 时，  f x 有最小值为  ln 1 1 ln 1 0a a a a a      成立． 

（2）当 ln 1a  时，即a e  

对于任意  ,1x  有   0f x  ， 

故  f x 在  ,1 单调递减，                               

因为   0f x  ，所以  1 0f  ，即 1a e  ，                
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综上，a 的最大值为 1e ．                                  

方法二：由题设知，当 1x  时，   1 0xf x e ax    ,                   

（1）当0 1x  时，
1xe

a
x


 ．                              

设  
1xe

g x
x


 ， 

则  
 

2 2

1 11
0

xx x x exe e
g x

x x

  
    ，                 

故  g x 在  0 ,1 单调递减，                              

因此，  g x 的最小值大于  1 1g e  ，所以 1a e  ．     

（2）当 0x  时，   2 0f x   成立．                         

（3）当 0x  时，
1xe

a
x


 ，因为

1
0

xe

x


 ，                

所以当 1a e  时，
1xe

a
x


 成立．                    

综上，a 的最大值为 1e ．                             

19．（本小题 14分） 

解：（Ⅰ）依题可知 ( 0)B a， ， 2a                                      

        因为
1

2

c
e

a
   ， 

所以 1c     3b                                           

故椭圆C 的方程为
2 2

1
4 3

x y
  ．                               

（Ⅱ）以BD为直径的圆与直线 PF 相切．                           

证明如下：由题意可设直线 AP的方程为 ( 2)( 0)y k x k   ． 

则点 D坐标为 2 4 )k（ ， ， BD中点 E 的坐标为 2 2 )k（ ， ，               

由 得 2 2

( 2),

1
4 3

y k x

x y

 



 

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．                             

设点 的坐标为 ，则 ． 

所以 ， ．                

因为点 坐标为 ， 

①当 时，点 的坐标为 ，直线PF 的方程为 1x  ， 

点 的坐标  为 ． 

此时以 为直径的圆 与直线 相切．    

② 当 时，直线 的斜率 ． 

所以直线 的方程为 ,即
21 4

1 0
4

k
x y

k


   ．  

故点 到直线 的距离 

2 2

2 2
2 2

1 4 1 4
| 2 2 1|

4 2 | 2 |
1 4 1 4

1 ( ) ( )
4 4

k k
k

kd k
k k

k k

 
  

  
 



             

（或直线 的方程为
2 2

4 4
0

1 4 1 4

k k
x y

k k
  

 
, 

故点 到直线 的距离 

） 

又因为 kRBD 42   ，故以 为直径的圆与直线 相切． 

综上得，当点P 运动时，以 为直径的圆与直线 相切．    

解法二: 

2 2 2 2(3 4 ) 16 16 12 0k x k x k    

P 0 0( , )x y
2

0 2

16 12
2

3 4

k
x

k


 



2

0 2

6 8

3 4

k
x

k





0 0 2

12
( 2)

3 4

k
y k x

k
  



F (1,  0)

1

2
k   P

3
(1,  )

2


D (2,  2)

BD 2 2( 2) ( 1) 1x y   PF

1

2
k   PF 0

2

0

4

1 1 4
PF

y k
k

x k
 

 

PF
2

4
( 1)

1 4

k
y x

k
 



E PF

PF

E PF

2 2

2

2 2

8 4
2

1 4 1 4

16
1

(1 4 )

k k
k

k k
d

k

k

 
 






3

2

2

2

2 8

1 4
2 | |

1 4

|1 4 |

k k

k
k

k

k




 





BD PF

BD PF
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（Ⅱ）以 为直径的圆与直线 相切．                               

证明如下: 设点
0 0( , )P x y ,则

2 2

0 0
01( 0)

4 3

x y
y    

① 当 0 1x  时,点 的坐标为 ，直线PF 的方程为 1x  ，              

点 的坐标为 ，                                       

此时以 为直径的圆 与直线 相切，       

② 当 1x  时直线 AP 的方程为 0

0

( 2)
2

y
y x

x
 


，                

点 D的坐标为 0

0

4
(2, )

2

y
D

x 
, 中点 的坐标为 0

0

2
(2, )

2

y

x 
,故 0

0

2
| | | |

2

y
BE

x



                                               

直线 的斜率为 0

0 1
PF

y
k

x



,                         
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故以 为直径的圆与直线 相切． 

综上得，当点P 运动时，以 为直径的圆与直线 相切．      

20．（本题 13分） 

解：（Ⅰ）因为3 1 1   ，所以1,3,4,7  不具有性质P  ； 

      因为2 1 1  ，3 1 2   ，5 2 3   ，所以1,2,3,5 具有性质P ．   

（Ⅱ） 

（ⅰ）因为{ }na 是单调递增数列，又
k i ja a a  ，  

      所以
i j ka a a   即

1i j ka a a   ， 

      所以 12k ka a  ， 

      1 1a  ，所以 2 2a  ， 3 4a  ， 4 8a  ， 5 16a  ， 6 32a  ，  

BD PF

P
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
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BD 2 2( 2) ( 1) 1x y   PF

BD E

PF

E PF

BD PF

BD PF



 12 / 12 

      又因为 36na  ，所以 7n  ．                                    

（ⅱ）因为36 18 18  ，18 9 9  ，9 3 6  ，6 3 3  ，3 1 2 2 1 1   ， ； 

所以可以构造数列1 2 3 6 9 18 36，，，，， ， 满足性质 P ； 

或36 18 18  ，18 9 9  ，9 4 5  ，5 4 1  ，4 2 2 2 1 1   ， ，  

所以可以构造数列1 2 4 5 9 18 36，，，，， ， 满足性质 P ； 

上述两个数列的和为75，下面说明75为数列{ }na 中所有项的和的最小值． 

若18在数列{ }na 中，要求数列{ }na 中所有项的和的最小值，则
1 18ia   ，  

若18不在数列{ }na 中，则 36i ja a   ，由（ⅰ）知 7n  ，  

则数列{ }na 中所有项的和
1 2 1( 36) 4 76        n i js a a a a a aL ， 

所以要求数列{ }na 中所有项的和的最小值，则 1 18ia   ． 

同理要求数列{ }na 中所有项的和的最小值，则 2 9ia   ， 

9 8 1 7 2 6 3 5 4        ，同理可得 3 6ia   或4 ； 

依此类推要求数列{ }na 中所有项的和的最小值，其数列为1 2 3 6 9 18 36，，，，， ， 或1 2 4 5 9 18 36，，，，， ，  

所以数列{ }na 中所有项的和的最小值为75．                    

【若有不同解法，请酌情给分】 


