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高三数学考前练习试题（含答案） 

学校:___________姓名：___________班级：___________考号：___________ 

 

一、单选题 

1．已知集合𝐴 = {−1,−2,0,1}， 𝐵 = {𝑥|𝑥 + 1 ≤ 0}，则集合𝐴 ∩ 𝐵的元素个数为 

A．1 B．2 C．3 D．4 

2．如果实数𝑎，𝑏，𝑐满足：𝑎 > 𝑏 > 𝑐，则下列不等式一定成立的是（    ） 

A．𝑎𝑐2 > 𝑏𝑐2 B．𝑎2 > 𝑏2 > 𝑐2 C．𝑎 + 𝑐 > 2𝑏 D．𝑎 − 𝑐 > 𝑏 − 𝑐 

3．在复平面内，复数 z对应的点的坐标是(1,−3)，则复数
𝑧

𝑖
的虚部是（    ） 

A．1 B． 1−  C．−𝑖 D．i 

4．二项式(2𝑥 − 𝑦)8的展开式中第 3 项的二项式系数为（    ） 

A．−56 B．56 C．−28 D．28 

5．已知抛物线𝐶：𝑦2 = 𝑥的焦点为𝐹,𝐴(𝑥0, 𝑦0)是 C 上一点， 0

5
| |

4
AF x= ，则𝑥0 =（  ） 

A．1 B．2 C．4 D．8 

6．将函数𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥的图象向左平移 ( 0)   个单位长度，得到的图象恰好关于直线𝑥 =
𝜋

6
对

称，则的最小值是（    ） 

A．
𝜋

12
 B．

𝜋

6
 C．

𝜋

4
 D．

𝜋

3
 

7．已知动点𝑃在直线3𝑥 + 4𝑦 − 10 = 0上，过点𝑃作圆𝑥2 + 𝑦2 = 1的一条切线，切点为𝐴，

则|𝑃𝐴|的最小值为（    ） 

A．1 B．√2 C． 3  D．2 

8．在数学课外活动中，小明同学进行了糖块溶于水的试验，将一块质量为 7 克的糖块放入

到一定量的水中，测量不同时刻未溶解糖块的质量，得到若干组数据，其中在第 5 分钟末测

得的未溶解糖块的质量为 3.5 克，同时小明发现可以用指数型函数 ktS ae−= （𝑎，𝑘为常数）

来描述以上糖块的溶解过程，其中𝑆（单位：克）代表分钟末未溶解糖块的质量，则𝑘 =（    ） 

A．𝑙𝑛 2 B． ln 3  C．
ln 2

5
 D．

ln 3

5
 

9．设𝑎⃗, 𝑏⃗⃗均为非零向量，则“𝑎⃗ ⊥ 𝑏⃗⃗”是“对于任意的实数𝜆，都有|𝑎⃗| ≤ |𝑎⃗ − 𝜆𝑏⃗⃗|”的（    ） 

A．充分而不必要条件 B．必要而不充分条件 

C．充分必要条件 D．既不充分也不必要条件 
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10．已知函数𝑓(𝑥) = {
𝑎𝑥 + 1, 𝑥 < 0

ln𝑥, 𝑥 > 0
，若存在𝑥0 > 0，使得 ( ) ( )0 0f x f x− = − 成立，则实数𝑎的

取值范围是（    ） 

A．−∞,−1 B．−∞, 1 C．1,+∞) D．[−1,1] 

 

二、填空题 

11．函数𝑓(𝑥) = √𝑥 + 1 +
1

2−𝑥
的定义域为      . 

12．设等差数列{𝑎𝑛}的前𝑛项和为𝑆𝑛.若 1 2a = ，𝑆4 = 20，则𝑎3 =          ；𝑆𝑛 =          . 

13．已知双曲线𝐶的焦点为𝐹1(0,2)，𝐹2(0,−2)，实轴长为 2，则双曲线𝐶的离心率是      ；

若点𝑄是双曲线𝐶的渐近线上一点，且𝐹1𝑄 ⊥ 𝐹2𝑄，则△𝑄𝐹1𝐹2的面积为      ． 

14．设函数𝑓(𝑥) = {
𝑥3 − 3𝑥, 𝑥 ≤ 𝑎
−2𝑥, 𝑥 > 𝑎

. 

①若𝑓(𝑥)存在最大值，则实数𝑎的一个取值为           . 

②若𝑓(𝑥)无最大值，则实数𝑎的取值范围是           . 

15．如图，在正方体𝐴𝐵𝐶𝐷 − 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1，中，𝑀，𝑁分别为线段𝐴1𝐷1， 1BC 上的动点.给出下

列四个结论: 

   

①存在点𝑀，存在点𝑁，满足𝑀𝑁∥平面𝐴𝐵𝐵1𝐴1； 

②任意点𝑀，存在点𝑁，满足𝑀𝑁∥平面𝐴𝐵𝐵1𝐴1； 

③任意点𝑀，存在点𝑁，满足𝑀𝑁 ⊥ 𝐵𝐶1； 

④任意点𝑁，存在点𝑀，满足𝑀𝑁 ⊥ 𝐵𝐶1. 

其中所有正确结论的序号是          . 

 

三、解答题 

16．在△𝐴𝐵𝐶中，𝑎 = 2√3，𝑎2 + 𝑐2 − √3𝑎𝑐 = 𝑏2． 

(1)求𝐵； 
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(2)再从条件①、条件②、条件③这三个条件中选择一个作为已知，使△𝐴𝐵𝐶存在且唯一确

定，求△𝐴𝐵𝐶的面积． 

条件①：𝑏 = 3； 

条件②：𝑐𝑜𝑠 𝐴 =
4

5
； 

条件③：△ 𝐴𝐵𝐶的周长为4 + 2√3． 

17．人工智能正在逐渐改变着我们的日常生活，不过，它所涉及的数学知识并非都是遥不可

及的高深理论.为了解“拼音输入法”的背后原理，随机选取甲类题材“新闻稿”中 1200 字作为

样本语料库𝐴，其中“一”出现了 30 次，统计“一”与其后面一个字（或标点）的搭配情况，数

据如下： 

“一”与其后面一个字（或标点）的搭配情况 频数 

“一个” 6 

“一些” 4 

“一穷” 2 

“一条” 2 

其他 𝑎 

假设用频率估计概率. 

(1)求𝑎的值，并估计甲类题材中“一”出现的概率； 

(2)在甲类题材“新闻稿”中随机抽取 2 个“一”，其中搭配“一个”出现的次数为𝑋，求𝑋的分布

列和期望； 

(3)另外随机选取甲类题材“新闻稿”中 800 字作为样本语料库𝐵进行统计，“一”出现了 24 次，

“一格”出现了 2 次，若在甲类题材“新闻稿”的撰写中，输入拼音“yige”时，“一个”和“一格”

谁在前面更合适？（结论不要求证明） 

18．如图，在四棱柱𝐴𝐵𝐶𝐷 − 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1中，底面𝐴𝐵𝐶𝐷是正方形，平面𝐴1𝐴𝐷𝐷1 ⊥平面

𝐴𝐵𝐶𝐷, 𝐴𝐷 = 2，𝐴𝐴1 = 𝐴1𝐷． 
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(1)求证： 1A D AB⊥ ； 

(2)若𝐴𝐴1 = 2． 

（ⅰ）求直线𝐴𝐵1与直线𝐴1𝐷1所成角的余弦值； 

（ⅱ）求点𝐴到平面𝐴1𝐶1𝐷的距离； 

（ⅲ）设点𝐸为线段𝐴𝐴1上任意一点（不包含端点），证明：直线𝐶𝐸与平面𝐴1𝐶1𝐷相交. 

19．已知中心在原点，焦点在𝑥轴上的椭圆𝐶的长轴长为4，焦距为2，直线𝑙与椭圆𝐶交于𝐴、

𝐵两点. 

(1)求椭圆𝐶的方程； 

(2)若以线段𝐴𝐵为直径的圆经过点𝑃(2,0). 

（i）求证：直线𝑙过定点𝑄，并求出𝑄的坐标； 

（ii）求三角形𝑃𝐴𝐵面积的最大值. 

20．已知函数 ( ) 2e ( 1)axf x x= − . 

(1)若𝑎 = 1，求𝑓(𝑥)在(0, 𝑓(0))处切线方程； 

(2)求𝑓(𝑥)的极大值与极小值； 

(3)证明：存在实数𝑀，当𝑎 > 0时，函数 ( )y f x M= − 有三个零点. 

21．已知 A为有限个实数构成的非空集合，设𝐴 + 𝐴 = {𝑎𝑖 + 𝑎𝑗|𝑎𝑖 , 𝑎𝑗 ∈ 𝐴}，𝐴 − 𝐴 =

{𝑎𝑖 − 𝑎𝑗|𝑎𝑖 , 𝑎𝑗 ∈ 𝐴}，记集合𝐴 + 𝐴和𝐴 − 𝐴其元素个数分别为|𝐴 + 𝐴|，|𝐴 − 𝐴|.设

( )n A A A A A= + − − .例如当𝐴 = {1,2}时，𝐴 + 𝐴 = {2,3,4}，𝐴 − 𝐴 = {−1,0,1}，

A A A A+ = − ，所以 ( ) 0n A = . 

(1)若𝐴 = {1,3,5}，求𝑛(𝐴)的值； 

(2)设 A是由 3 个正实数组成的集合且(𝐴 + 𝐴) ∩ 𝐴 = ∅，𝐴′ = 𝐴 ∪ {0}；，证明： ( ) ( )n A n A −

为定值； 

(3)若{𝑎𝑛}是一个各项互不相同的无穷递增正整数列，对任意𝑛 ∈ 𝐍∗，设𝐴𝑛 = {𝑎1, 𝑎2,⋅⋅⋅, 𝑎𝑛}，
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( )n nb n A= .已知𝑎1 = 1， 2 2a = ，且对任意𝑛 ∈ 𝐍∗，𝑏𝑛 ≥ 0，求数列{𝑎𝑛}的通项公式. 
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参考答案： 

1．B 

【来源】【全国百强校】宁夏石嘴山市第三中学 2019 届高三上学期期中考试数学（文）试题 

【分析】根据集合交集的运算可得答案． 

【详解】解集合 B 得𝐵 = {𝑥|𝑥 ≤ −1} 

根据集合交集运算可得𝐴 ∩ 𝐵 = {−1,−2}，即由 2 个元素 

所以选 B 

【点睛】本题考查了集合交集的基本运算，属于基础题． 

2．D 

【来源】北京市海淀区首都师范大学附属中学 2022 届高三下学期三模练习数学试题 

【分析】直接利用赋值法和不等式的基本性质的应用求出结果． 

【详解】对于选项 A，当 c=0 时，ac2=bc2，故选项 A 错误； 

对于选项 B，当𝑎 = −1, 𝑏 = −2, 𝑐 = −3时，a2＞b2＞c2错误； 

对于选项 C，当 a=1，b=0，𝑐 = −3时，a+c＞2b错误； 

对于选项 D，直接利用不等式的基本性质的应用求出𝑎 − 𝑐 > 𝑏 − 𝑐，故选项 D 正确． 

故选：D． 

【点睛】本题考查不等式的性质，属于基础题. 

3．B 

【来源】北京市首都师范大学附属中学 2023 届高三下旬阶段性检测数学试题 

【分析】由对应点坐标写出复数，结合复数除法运算化简复数即得虚部. 

【详解】由题意可得：𝑧 = 1 − 3𝑖，则
𝑧

𝑖
=

1−3𝑖

𝑖
= −3− 𝑖， 

所以复数
𝑧

𝑖
的虚部是 1− . 

故选：B. 

4．D 

【来源】江苏省连云港市赣榆区 2020-2021 学年高二下学期期中数学试题 

【分析】二项式展开式的第 k+1 项的二项式系数为𝐶𝑛
𝑘，进而得到答案. 

【详解】二项式展开式第三项的二项式系数为𝐶8
2 = 28. 

故选：D. 

5．A 
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【来源】北京市中关村中学 2023 届高三三模数学练习试题 

【分析】解方程𝑥0 +
1

4
=

5

4
𝑥0即得解. 

【详解】解：由题得抛物线的准线方程为𝑥 = −
1

4
，则有|𝐴𝐹| = 𝑥0 +

1

4
，即有𝑥0 +

1

4
=

5

4
𝑥0，

解得𝑥0 = 1． 

故选：A 

6．A 

【来源】北京市师大附属中学 2023 届高三适应性练习数学试题 

【分析】由三角函数的相位变换可得变换后的图象对应的解析式，再根据正弦函数的对称轴

可得以及的最小值. 

【详解】将函数𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥的图象向左平移 ( 0)   个单位长度得到的函数图象对应的函数

解析式为𝑦 = 𝑠𝑖𝑛( 2𝑥 + 2𝜑)， 

因为其图象关于直线𝑥 =
𝜋

6
对称，所以2 ×

𝜋

6
+ 2𝜑 =

𝜋

2
+ 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ 𝑍， 

解得𝜑 =
𝜋

12
+

𝑘𝜋

2
, 𝑘 ∈ 𝑍，则正数的最小值为

𝜋

12
， 

故选：A． 

【点睛】本题考查了三角函数的图象的相位变换，考查了正弦函数的对称轴．属于基础题. 

7．C 

【来源】北京市师大附属中学 2023 届高三适应性练习数学试题 

【分析】由题意求出切线长|𝑃𝐴|的表达式，结合二次函数的性质即可求解. 

【详解】由题可知圆的圆心为 (0,0)O ，半径为𝑟 = 1， 

设𝑃(𝑥0, 𝑦0)，则3𝑥0 + 4𝑦0 − 10 = 0，有𝑦0 =
10−3𝑥0

4
， 

得|𝑃𝐴| = √|𝑂𝑃|2 − 1 = √𝑥0
2 + 𝑦0

2 − 1 =
1

4
√25𝑥0

2 − 60𝑥0 + 84， 

当𝑥0 =
30

25
=

6

5
时，|𝑃𝐴|𝑚𝑖𝑛 =

1

4
√36 − 60 ×

6

5
+ 84 = √3. 

故选：C. 

8．C 

【来源】北京市第二中学 2023 届高三校模数学试题 

【分析】利用题干数据代入，待定系数求解即可 

【详解】由题意，当𝑡 = 0时， 7S a= = ；当𝑡 = 5时， 5 3.5kS ae−= =  
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5 1 1 ln 2
5 ln

2 2 5

ke k k− = − =  =  

故选：C 

9．C 

【来源】北京市师大附属中学 2023 届高三适应性练习数学试题 

【分析】根据向量的运算法则和公式|𝑎⃗|2 = 𝑎⃗2进行化简，结合充分条件和必要条件的判定方

法，即可求解. 

【详解】由 a a b − ，则|𝑎⃗|2 ≤ |𝑎⃗ − 𝜆𝑏⃗⃗|
2
，即0 ≤ 𝜆2𝑏⃗⃗2 − 2𝜆𝑎⃗ ⋅ 𝑏⃗⃗， 

当𝑎⃗ ⊥ 𝑏⃗⃗时，可得𝑎⃗ ⋅ 𝑏⃗⃗ = 0，此时𝜆2𝑏⃗⃗2 − 2𝜆𝑎⃗ ⋅ 𝑏⃗⃗ = 𝜆2𝑏⃗⃗2 ≥ 0恒成立， 

即充分性成立； 

当𝜆2𝑏⃗⃗2 − 2𝜆𝑎⃗ ⋅ 𝑏⃗⃗ ≥ 0对于任意的实数𝜆恒成立时， 

可得Δ = 4(𝑎
→
⋅ 𝑏
→

)2 ≤ 0，又(𝑎
→
⋅ 𝑏
→

)2 ≥ 0， 

所以𝑎⃗ ⋅ 𝑏⃗⃗ = 0，即必要性成立， 

综上可得，“𝑎⃗ ⊥ 𝑏⃗⃗”是“对于任意的实数𝜆，都有 a a b − ”的充分必要条件. 

故选：C. 

10．B 

【来源】北京市师大附属中学 2023 届高三适应性练习数学试题 

【分析】由条件转化为𝑙𝑛 𝑥0 = 𝑎𝑥0 − 1有解，求出𝑦 = 𝑎𝑥 − 1与𝑦 = 𝑙𝑛 𝑥的切点，数形结合求

解即可. 

【详解】由题意𝑓(𝑥0) = 𝑙𝑛𝑥0 ， ( )0 0 1f x ax− = − + ， 

即𝑙𝑛 𝑥0 = 𝑎𝑥0 − 1有解， 

先求𝑦 = 𝑎𝑥 − 1与𝑦 = 𝑙𝑛 𝑥相切时， 

𝑦 = 𝑎𝑥 − 1过定点(0,−1)，𝑦 = 𝑙𝑛 𝑥的导数𝑦 ′ =
1

𝑥
， 

设切点为(𝑥1, 𝑙𝑛 𝑥1)，则由导数可知𝑘 =
1

𝑥1
， 

所以𝑘 = 𝑎 =
1

𝑥1
=

𝑙𝑛𝑥1+1

𝑥1−0
，解得𝑥1 = 1， 

即切点为(1,0)，此时切线斜率𝑎 = 1， 

作出函数图象，如图， 
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由图象可知，当 1a  时，存在存在𝑥0 > 0，使得 ( ) ( )0 0f x f x− = − 成立. 

故选：B 

11．−1,2) ∪ (2,+∞) 

【来源】北京市第十中学 2023 届高三三模数学试题 

【分析】利用二次根式被开方数非负和分式分母不为零，列不等式组可求得答案 

【详解】由题意得{
𝑥 + 1 ≥ 0
2 − 𝑥 ≠ 0

，解得𝑥 ≥ −1且𝑥 ≠ 2， 

所以函数的定义域为−1,2) ∪ (2,+∞)， 

故答案为：−1,2) ∪ (2,+∞) 

12．     6     2n n+  

【来源】北京市丰台区第二中学 2023 届高三三模数学试题 

【分析】设公差为𝑑，根据等差数列求和公式求出𝑑，即可求出通项公式及前𝑛项和公式. 

【详解】设公差为𝑑，由 1 2a = ，𝑆4 = 20，所以𝑆4 = 4𝑎1 +
4(4−1)𝑑

2
= 20，即4 × 2 +

4(4−1)𝑑

2
= 20，

解得𝑑 = 2，所以𝑎𝑛 = 2𝑛， 

则𝑎3 = 6，𝑆𝑛 =
(2+2𝑛)𝑛

2
= 𝑛2 + 𝑛 

故答案为：6； 2n n+  

13．     2     2√3 

【来源】北京市丰台区第二中学 2023 届高三三模数学试题 

【分析】易得𝑐 = 2，𝑎 = 1，再结合𝑏2 = 𝑐2 − 𝑎2，可知𝑏 = √3，然后由𝑒 =
𝑐

𝑎
求出离心率；

可求出经过一、三象限的渐近线方程为𝑦 =
√3

3
𝑥，设点𝑄(𝑥,

√3

3
𝑥)，分别求出 1F Q 和𝐹2𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ，根据

𝐹1𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐹2𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0列出方程，求出 x的值，然后可得点𝑄到 y轴的距离，|𝐹1𝐹2| = 4，最后计算△

𝑄𝐹1𝐹2的面积. 

【详解】易知𝑐 = 2，2𝑎 = 2，所以𝑎 = 1， 
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又𝑏2 = 𝑐2 − 𝑎2 = 4 − 1 = 3，𝑏 = √3，所以 2
c

e
a

= = ； 

所以双曲线的方程为：𝑦2 −
𝑥2

3
= 1，其中经过一、三象限的渐近线方程为𝑦 =

√3

3
𝑥， 

故可设点𝑄(𝑥,
√3

3
𝑥)，所以𝐹1𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥,

√3

3
𝑥 − 2)，𝐹2𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥,

√3

3
𝑥 + 2)， 

因为𝐹1𝑄 ⊥ 𝐹2𝑄，所以𝐹1𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐹2𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0，即𝑥2 + (
√3

3
𝑥 − 2) (

√3

3
𝑥 + 2) = 0， 

解之得：𝑥 = ±√3，所以点𝑄到 y轴的距离为 3，又|𝐹1𝐹2| = 4，所以： 

𝑆△𝑄𝐹1𝐹2 =
1

2
× √3 × |𝐹1𝐹2| =

1

2
× √3 × 4 = 2√3. 

故答案为：2；2√3. 

【点睛】本题考查双曲线离心率的计算，考查向量垂直的应用，考查逻辑思维能力和运算求

解能力，考查转化思想，属于常考题. 

14．     0（答案不唯一，满足𝑎 ∈ −1,+∞)即可）     ( ), 1− −  

【来源】北京市第十中学 2023 届高三三模数学试题 

【分析】利用导数可求得𝑔(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥的单调性和极值，由此可得𝑔(𝑥)与𝑦 = −2𝑥的图象，

结合图象分析即可得到结果. 

【详解】令𝑔(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥，则𝑔′(𝑥) = 3𝑥2 − 3 = 3(𝑥 + 1)(𝑥 − 1)， 

∴当𝑥 ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞)时，𝑔′(𝑥) > 0；当𝑥 ∈ (−1,1)时，𝑔′(𝑥) < 0； 

∴ 𝑔(𝑥)在(−∞,−1), (1,+∞)上单调递增，在(−1,1)上单调递减， 

∴ 𝑔(𝑥)极大值为𝑔(−1) = −1 + 3 = 2，极小值为𝑔(1) = 1 − 3 = −2； 

令𝑔(𝑥) = −2𝑥，即𝑥3 − 3𝑥 = −2𝑥，解得：𝑥 = ±1或𝑥 = 0； 

由此可作出𝑔(𝑥)与𝑦 = −2𝑥图象如下图所示， 
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对于①，结合图象可知：若𝑓(𝑥)存在最大值，则𝑎 ∈ −1,+∞)， a 的一个取值为0； 

对于②，若𝑓(𝑥)无最大值，只需−2𝑎 > 2，解得： 1a  − ，即𝑎 ∈ (−∞, −1)； 

故答案为：0（答案不唯一，满足𝑎 ∈ −1,+∞)即可）； ( ), 1− − . 

15．①③ 

【来源】北京大兴精华学校 2023 届高三高考适应性测试数学试题 

【分析】 

对①②，举例判断说明即可；对③④，以𝐷为坐标原点建立空间直角坐标系，设𝑀(𝑡, 0,1)，

则𝑁(1 − 𝜆, 1, 𝜆)，其中𝑡, 𝜆 ∈ [0,1]，根据𝑀𝑁 ⊥ 𝐵𝐶1满足𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐵𝐶1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0分析即可. 

【详解】对①，当𝑀，𝑁分别为𝐴1𝐷1， 1 1B C 的中点时，取 1 1B C 中点𝑃，连接𝑀𝑃,𝑁𝑃，则根据

中位线的性质可得 / /MP 𝐴1𝐵1， 

又𝑀𝑃 ⊄平面𝐴𝐵𝐵1𝐴1，𝐴1𝐵1 ⊂平面𝐴𝐵𝐵1𝐴1，故𝑀𝑃//平面𝐴𝐵𝐵1𝐴1，同理𝑁𝑃//平面𝐴𝐵𝐵1𝐴1，

又𝑀𝑃 ∩ 𝑁𝑃 = 𝑃，𝑀𝑃,𝑁𝑃 ⊂平面𝑀𝑁𝑃，故平面𝑀𝑁𝑃//平面𝐴𝐵𝐵1𝐴1. 

又𝑀𝑁 ⊂平面𝑀𝑁𝑃，故𝑀𝑁//平面𝐴𝐵𝐵1𝐴1.故①正确. 

   

对②，当𝑀在𝐴1时，𝑀𝑁∥平面𝐴𝐵𝐵1𝐴1不成立，故②错误； 

对③④，以𝐷为坐标原点建立如图空间直角坐标系，设正方体𝐴𝐵𝐶𝐷 − 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1棱长为 1， 
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则𝐵(1,1,0), 𝐶1(0,1,1)，𝐵𝐶1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (−1,0,1). 

设𝑀(𝑡, 0,1)，𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝜆𝐵𝐶1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (−𝜆, 0, 𝜆)，则𝑁(1 − 𝜆, 1, 𝜆)，其中𝑡, 𝜆 ∈ [0,1]，故𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

(1 − 𝜆 − 𝑡, 1, 𝜆 − 1)， 

则当𝑀𝑁 ⊥ 𝐵𝐶1时𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐵𝐶1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝜆 + 𝑡 − 1 + 𝜆 − 1 = 0，即𝑡 + 2𝜆 = 2. 

故对任意的𝑡 ∈ [0,1]，存在𝜆 = 1 −
𝑡

2
∈ [

1

2
, 1]满足条件，即任意点𝑀，存在点𝑁，满足𝑀𝑁 ⊥ 𝐵𝐶1.

故③正确； 

当𝜆 = 0，即𝑁在𝐵点时，若𝑀𝑁 ⊥ 𝐵𝐶1，则𝑡 = 2，不满足𝑡 ∈ [0,1]，即𝑀不在𝐴1𝐷1上，故④

错误. 

   

故答案为：①③ 

16．(1)𝐵 =
𝜋

6
 

(2)选择条件②,𝑆 =
3√3+4

2
; 选择条件③ 3S = . 

 

【来源】北京市清华大学附属中学 2022 届高三下学期数学统练 6 试题 

【分析】(1)利用余弦定理求解即可； 

(2)根据条件①②③逐一计算，满足三角形只有一个解即可，再求面积. 

【详解】（1）由余弦定理知，𝑐𝑜𝑠 𝐵 =
𝑎2+𝑐2−𝑏2

2𝑎𝑐
=

√3𝑎𝑐

2𝑎𝑐
=

√3

2
， 

因为𝐵 ∈ (0, 𝜋)，所以𝐵 =
𝜋

6
． 

（2）选择条件①： 

把𝑎 = 2√3，𝑏 = 3代入𝑎2 + 𝑐2 − √3𝑎𝑐 = 𝑏2中，化简得 2 6 3 0c c− + = ，解得 3 6c =  ， 

所以存在两个△ 𝐴𝐵𝐶，不符合题意； 

选择条件②： 

因为𝑐𝑜𝑠 𝐴 =
4

5
，𝐴 ∈ (0, 𝜋)，所以𝑠𝑖𝑛𝐴 =

3

5
， 
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由正弦定理知，
𝑎

𝑠𝑖𝑛𝐴
=

𝑏

𝑠𝑖𝑛𝐵
，所以

1
2 3

5 32
3 3

5

b



= = ， 

因为
3 3 4 1 3 3 4

sin sin( ) sin cos cos sin
5 2 5 2 10

C A B A B A B
+

= + = + =  +  = ， 

所以△ 𝐴𝐵𝐶的面积
1 1 5 3 3 3 4 3 3 4

sin 2 3
2 2 3 10 2

S ab C
+ +

= =    = ． 

选择条件③： 

因为△ 𝐴𝐵𝐶的周长为4 + 2√3，且𝑎 = 2√3，所以𝑏 + 𝑐 = 4， 

又𝑎2 + 𝑐2 − √3𝑎𝑐 = 𝑏2，所以 2 2 212 6 (4 )c c b c+ − = = − ，解得𝑏 = 𝑐 = 2， 

所以△ 𝐴𝐵𝐶的面积𝑆 =
1

2
𝑎𝑐 𝑠𝑖𝑛𝐵 =

1

2
× 2√3 × 2 ×

1

2
= √3. 

17．(1)16；
1

40
 

(2)分布列见解析；
2

5
 

(3)“一个”在前更合适 

 

【来源】北京市海淀区北京大学附属中学 2023 届高三三模数学试题 

【分析】（1）根据表中数据即可求得 a的值；根据古典概型的概率公示可求得甲类题材中“一”

出现的概率； 

（2）确定𝑋 ∼ 𝐵(2,
1

5
)，根据二项分布的概率计算即可求得答案； 

（3）计算样本语料库 A，𝐵中“一个”和“一格”出现的概率，比较大小，可得结论. 

【详解】（1）由题意可得𝑎 = 30 − 6 − 4 − 2 − 2 = 16； 

故甲类题材中“一”出现的概率为
30

1200
=

1

40
； 

（2）由题意在甲类题材“新闻稿”中随机抽取 2 个“一”，搭配“一个”出现的概率为𝑃 =
6

30
=

1

5
， 

则𝑋 ∼ 𝐵(2,
1

5
)，则𝑃(𝑋 = 0) = 𝐶2

0(
1

5
)0(1 −

1

5
)2 =

16

25
,𝑃(𝑋 = 1) = 𝐶2

1(
1

5
)1(1 −

1

5
)1 =

8

25
, 

𝑃(𝑋 = 2) = 𝐶2
2(

1

5
)2(1 −

1

5
)0 =

1

25
, 

故 X的分布列为： 

X 0 1 2 
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P 
16

25
 

8

25
 

1

25
 

则𝐸(𝑋) = 2 ×
1

5
=

2

5
. 

（3）由题意知样本语料库𝐵中“一格”出现的概率为
2

800
=

1

400
， 

甲类题材中“一个”出现的概率为
6

1200
=

1

200
， 

由于
1

200
>

1

400
，故输入拼音“yige”时，“一个”在前面更合适. 

18．(1)证明见解析 

(2)（ⅰ）√2

4
；（ⅱ）√21

7
；（ⅲ）证明见解析 

 

【来源】北京市第一零一中学 2023 届高三三模数学统考四试题 

【分析】（1）由面面垂直的性质定理证明即可； 

（2）建立空间直角坐标系用坐标法计算即可. 

【详解】（1）因为底面𝐴𝐵𝐶𝐷是正方形，所以𝐴𝐵 ⊥ 𝐴𝐷， 

又因为平面𝐴1𝐴𝐷𝐷1 ⊥平面𝐴𝐵𝐶𝐷，且平面𝐴1𝐴𝐷𝐷1 ∩平面𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝐴𝐷， 

𝐴𝐵 ⊂平面𝐴𝐵𝐶𝐷， 

所以𝐴𝐵 ⊥平面𝐴1𝐴𝐷𝐷1． 

因为𝐴1𝐷 ⊂平面𝐴1𝐴𝐷𝐷1，所以𝐴𝐵 ⊥ 𝐴1𝐷． 

（2）（ⅰ）如图建立空间直角坐标系𝑂 − 𝑥𝑦𝑧， 

   

则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 10, 1,0 , 2,0, 3 , 0,0, 3 , 0,2, 3 , 0,1,0 , 2,2, 3A B A D D C−  

所以 ( ) ( )1 1 12,1, 3 , 0,2,0AB A D= = ， 

设直线𝐴𝐵1与直线𝐴1𝐷1所成角为𝜃，则 
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1 1 1
1 1 1

1 1 1

2
cos cos ,

4

AB A D
AB A D

AB A D



=  = =  

（ⅱ） ( ) ( ) ( )1 1 1 12,2,0 , 0,1, 3 , 0,1, 3AC A D AA= = − =  

设平面𝐴1𝐷𝐶1的法向量为𝑛⃗⃗ = (𝑥, 𝑦, 𝑧)，则{
𝑛⃗⃗ ⋅ 𝐴1𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0

𝑛⃗⃗ ⋅ 𝐴1𝐶1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0
， 

所以{
𝑦 − √3𝑧 = 0
2𝑥 + 2𝑦 = 0

， 

令𝑧 = 1，则𝑦 = √3, 𝑥 = −√3， 

于是𝑛⃗⃗ = (−√3, √3, 1)． 

所以点𝐴到平面𝐴1𝐶1𝐷的距离
1 21

7

AA n
d

n


= =  

（ⅲ）设𝐸是线段𝐴𝐴1上一点，设 ( )( )1 1 0,1A E A A =  ． 

则 ( )1 1 1 1 2, 1 , 3 3CE CA A E CA A A  = + = + = − − − −  

因为 ( )2 3 1 0CE n  = −  ， 

所以直线𝐶𝐸与平面𝐴1𝐶1𝐷相交. 

19．(1)
2 2

1
4 3

x y
+ =  

(2)（i）证明见解析，𝑄 (
2

7
, 0)；（ii）

144

49
 

 

【来源】北京市第二中学 2023 届高三校模数学试题 

【分析】（1）设椭圆𝐶的方程为
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)，然后通过求出𝑎、𝑐的值，可得出𝑏的

值，由此可得出椭圆𝐶的方程； 

（2）（i）设直线𝐴𝐵的方程为𝑥 = 𝑚𝑦 + 𝑛，设点𝐴(𝑥1, 𝑦1)、𝐵(𝑥2, 𝑦2)，将直线𝐴𝐵的方程与椭

圆的方程联立，列出韦达定理，通过𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0可得出𝑚、𝑛所满足的关系式，即可求得直

线𝐴𝐵所过定点的坐标； 

（ii）求出|𝐴𝐵|以及点𝑃到直线𝐴𝐵的距离，利用三角形的面积公式结合基本不等式可求得△

𝑃𝐴𝐵面积的最大值. 

【详解】（1）解：设椭圆𝐶的方程为
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)， 

因为椭圆𝐶的长轴长为4，焦距为2，则{
2𝑎 = 4
2𝑐 = 2

，可得𝑎 = 2，𝑐 = 1，则𝑏 = √𝑎2 − 𝑐2 = √3， 
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因此，椭圆𝐶的方程为
2 2

1
4 3

x y
+ = . 

（2）证明：（i）因为椭圆𝐶过点𝑃(2,0)，设点𝐴(𝑥1, 𝑦1)、𝐵(𝑥2, 𝑦2)， 

若𝐴𝐵 ⊥ 𝑦轴，则𝐵(−𝑥1, 𝑦1)且𝑥1 ≠ 0，𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (2 − 𝑥1, −𝑦1)，𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (2 + 𝑥1, −𝑦1)， 

此时，𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 4 − 𝑥1
2 − 𝑦1

2 = 4 − 𝑥1
2 −

3𝑥1
2

4
− 4 = −

7𝑥1
2

4
< 0，不合乎题意； 

设直线𝐴𝐵的方程为𝑥 = 𝑚𝑦 + 𝑛， 

   

联立{
𝑥 = 𝑚𝑦 + 𝑛

3𝑥2 + 4𝑦2 = 12
可得(3𝑚2 + 4)𝑦2 + 6𝑚𝑛𝑦 + 3𝑛2 − 12 = 0， 

Δ = 36𝑚2𝑛2 − 12(3𝑚2 + 4)(𝑛2 − 4) = 48(3𝑚2 + 4 − 𝑛2) > 0， 

由韦达定理可得𝑦1 + 𝑦2 = −
6𝑚𝑛

3𝑚2+4
，𝑦1𝑦2 =

3𝑛2−12

3𝑚2+4
， 

𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥1 − 2, 𝑦1) = (𝑚𝑦1 + 𝑛 − 2, 𝑦1)，𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥2 − 2, 𝑦2) = (𝑚𝑦2 + 𝑛 − 2, 𝑦2)， 

所以，𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑚𝑦1 + 𝑛 − 2)(𝑚𝑦2 + 𝑛 − 2) + 𝑦1𝑦2 

= (𝑚2 + 1)𝑦1𝑦2 +𝑚(𝑛 − 2)(𝑦1 + 𝑦2) + (𝑛 − 2)2 

=
3(𝑛2−4)(𝑚2+1)−6𝑚2𝑛(𝑛−2)+(𝑛−2)2(3𝑚2+4)

3𝑚2+4
= 0， 

因为直线𝐴𝐵不过点𝑃，则𝑛 ≠ 2，整理可得7𝑛 − 2 = 0，解得𝑛 =
2

7
， 

所以，直线𝐴𝐵的方程为𝑥 = 𝑚𝑦 +
2

7
，所以，直线𝐴𝐵过定点𝑄 (

2

7
, 0)； 

（ii）直线𝐴𝐵的方程为𝑥 −𝑚𝑦 −
2

7
= 0， 

所以，点𝑃到直线𝐴𝐵的方程为𝑑 =
12

7

√𝑚2+1
=

12

7√𝑚2+1
， 

|𝐴𝐵| = √1 +𝑚2 ⋅ √(𝑦1 + 𝑦2)2 − 4𝑦1𝑦2 = √1 +𝑚2 ⋅ √(−
6𝑚𝑛

3𝑚2 + 4
)
2

−
4(3𝑛2 − 12)

3𝑚2 + 4
 

=
4√3√(1 +𝑚2)(3𝑚2 + 4 − 𝑛2)

3𝑚2 + 4
=
4√3√(1 +𝑚2) (3𝑚2 + 4 −

4
49)

3𝑚2 + 4

 

=
4√3

7
⋅
√1+𝑚2⋅√49(3𝑚2+4)−4

3𝑚2+4
， 
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所以，𝑆△𝑃𝐴𝐵 =
1

2
|𝐴𝐵| ⋅ 𝑑 =

1

2
⋅
4√3

7
⋅
√(1+𝑚2)[49(3𝑚2+4)−4]

3𝑚2+4
⋅

12

7√𝑚2+1
 

=
24√3

49
⋅
√49(3𝑚2+4)−4

3𝑚2+4
， 

令𝑡 = 3𝑚2 + 4 ≥ 4，则𝑆△𝑃𝐴𝐵 =
24√3

49
⋅
√49𝑡−4

𝑡
=

24√3

49
√
49

𝑡
−

4

𝑡2
=

24√3

49
√−4(

1

𝑡
−

49

8
)
2
+

492

16
， 

因为0 <
1

𝑡
≤

1

4
时，故当𝑡 = 4时，𝑆△𝑃𝐴𝐵取最大值

24√3

49
× 2√3 =

144

49
. 

【点睛】方法点睛：圆锥曲线中的最值问题解决方法一般分两种： 

一是几何法，特别是用圆锥曲线的定义和平面几何的有关结论来求最值； 

二是代数法，常将圆锥曲线的最值问题转化为二次函数或三角函数的最值问题，然后利用基

本不等式、函数的单调性或三角函数的有界性等求最值． 

20．(1)𝑥 + 𝑦 − 1 = 0 

(2)见解析 

(3)证明见解析 

 

【来源】北京市海淀区北京大学附属中学 2023 届高三三模数学试题 

【分析】（1）根据导数的几何意义求出切线斜率即可得解； 

（2）求出函数导数，分类讨论得函数单调性，根据单调性求函数极值即可； 

（3）根据（2）判断函数大致变化趋势，由函数零点个数即函数图象与 x轴交点个数可证明. 

【详解】（1）当𝑎 = 1时，𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥(𝑥 − 1)2，𝑓 ′(𝑥) = 𝑒𝑥(𝑥2 − 1)， 

所以𝑘 = 𝑓 ′(0) = 𝑒0(02 − 1) = −1， 

又𝑓(0) = 𝑒0(0 − 1)2 = 1， 

所以切线方程为𝑦 − 1 = −(𝑥 − 0)，即𝑥 + 𝑦 − 1 = 0. 

（2）𝑓 ′(𝑥) = 𝑎𝑒𝑎𝑥(𝑥 − 1)2 + 2𝑒𝑎𝑥(𝑥 − 1) = 𝑒𝑎𝑥(𝑥 − 1)(𝑎𝑥 − 𝑎 + 2)， 

当𝑎 = 0时，𝑓′(𝑥) = 2(𝑥 − 1) = 0，解得𝑥 = 1， 

故𝑥 < 1时，𝑓′(𝑥) < 0，𝑓(𝑥)单调递减；𝑥 > 1时，𝑓′(𝑥) > 0，𝑓(𝑥)单调递增， 

故𝑥 = 1时，𝑓(𝑥)的极小值为𝑓(1) = 0，无极大值； 

当𝑎 > 0时，令𝑓′(𝑥) = 0，解得𝑥1 = 1，𝑥2 = 1−
2

𝑎
， 

故当
2

1x
a

 − 或𝑥 > 1时，𝑓′(𝑥) > 0，𝑓(𝑥)单调递增， 

当1 −
2

𝑎
< 𝑥 < 1时，𝑓′(𝑥) < 0，𝑓(𝑥)单调递减， 
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故𝑓(𝑥)的极大值为𝑓(1 −
2

𝑎
) = 𝑒𝑎−2 (

2

𝑎
)
2
=

4𝑒𝑎−2

𝑎2
，极小值为𝑓(1) = 0； 

当a < 0时，令𝑓′(𝑥) = 0，解得𝑥1 = 1，𝑥2 = 1 −
2

𝑎
， 

故当𝑥 < 1或𝑥 > 1 −
2

𝑎
时，𝑓′(𝑥) < 0，𝑓(𝑥)单调递减， 

当1 < 𝑥 < 1 −
2

𝑎
时，𝑓′(𝑥) > 0，𝑓(𝑥)单调递增， 

故𝑓(𝑥)的极大值为𝑓(1 −
2

𝑎
) = 𝑒𝑎−2 (

2

𝑎
)
2
=

4𝑒𝑎−2

𝑎2
，极小值为𝑓(1) = 0； 

综上，当𝑎 = 0时，𝑓(𝑥)的极小值为𝑓(1) = 0，无极大值；当𝑎 ≠ 0时，𝑓(𝑥)的极大值为𝑓(1 −

2

𝑎
) =

4𝑒𝑎−2

𝑎2
，极小值为𝑓(1) = 0. 

（3）当𝑎 > 0时，由（2）知，𝑓(𝑥) 在(−∞, 1 −
2

𝑎
)和 (1, )+ 上单调递增， 

在(1 −
2

𝑎
, 1)上单调递减，且𝑥 < 1时，𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥(𝑥 − 1)2 > 0恒成立， 

x →+时，𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥(𝑥 − 1)2 → +∞， 

又𝑓(𝑥)的极大值为𝑓(1 −
2

𝑎
) =

4𝑒𝑎−2

𝑎2
，极小值为𝑓(1) = 0， 

所以存在实数0 < 𝑀 <
4𝑒𝑎−2

𝑎2
时，函数 ( )y f x M= − 有三个零点. 

21．(1) ( ) 0n A =  

(2)证明见解析 

(3)𝑎𝑛 = 𝑛 

 

【来源】北京市海淀区北京大学附属中学 2023 届高三三模数学试题 

【分析】（1）根据题中的定义，列举出𝐴 + 𝐴，𝐴 − 𝐴即可； 

（2）先列举𝐴 + 𝐴，𝐴 − 𝐴，𝐴′ + 𝐴′，𝐴′ − 𝐴′中可能元素，根据集合的互异性判断元素个数

差即可； 

（3）类比（1）（2）当数列由𝐴2 = {1,2}到𝐴𝑛 = {𝑎1, 𝑎2,⋅⋅⋅, 𝑎𝑛}，为保证𝑛 ∈ 𝑁∗, 𝑏𝑛 ≥ 0成立，

则必有𝑎1, 𝑎2,⋅⋅⋅, 𝑎𝑛其成等差数列，故猜想𝑎𝑛 = 𝑛，可用数学归纳法给予证明. 

【详解】（1）当𝐴 = {1,3,5}时，𝐴 + 𝐴 = {2,4,6,8,10}，𝐴 − 𝐴 = {−4,−2,0,2,4}， 

A A A A+ = − ，所以 ( ) 0n A = ； 

（2）设𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}，其中0 < 𝑎 < 𝑏 < 𝑐， 

则𝐴′ = 𝐴 ∪ {0} = {0, 𝑎, 𝑏, 𝑐}， 
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𝑛(𝐴′) − 𝑛(𝐴) = |𝐴′ + 𝐴′| − |𝐴′ − 𝐴′| − (|𝐴 + 𝐴| − |𝐴 − 𝐴|) 

= (|𝐴′ + 𝐴′| − |𝐴 + 𝐴|) − (|𝐴′ − 𝐴′| − |𝐴 − 𝐴|)， 

因0 < 𝑎 < 2𝑎 < 𝑎 + 𝑏 < 2𝑏 < 𝑏 + 𝑐 < 2𝑐， 

𝐴 + 𝐴 = {2𝑎, 2𝑏, 2𝑐, 𝑎 + 𝑏, 𝑏 + 𝑐} ∪ {𝑎 + 𝑐}， 

因(𝐴 + 𝐴) ∩ 𝐴 = ∅， 

所以𝑏 ≠ 2𝑎，𝑐 ≠ 2𝑏，𝑐 ≠ 2𝑎，𝑐 ≠ 𝑎 + 𝑏， 

又𝐴′ + 𝐴′ = {𝑏, 𝑐} ∪ {0, 𝑎, 2𝑎, 2𝑏, 2𝑐, 𝑎 + 𝑏, 𝑏 + 𝑐} ∪ {𝑎 + 𝑐} ， 

𝑎 + 𝑐 ≠ 0，𝑎 + 𝑐 ≠ 𝑎， 

所以|𝐴′ + 𝐴′| − |𝐴 + 𝐴| = 4， 

因−𝑐 < −𝑏 < −𝑎 < 0 < 𝑎 < 𝑏 < 𝑐，𝑎 − 𝑐 < 𝑎 − 𝑏 < 0 < 𝑏 − 𝑎 < 𝑐 − 𝑎，𝑏 − 𝑐 < 0 < 𝑐 − 𝑏，  

𝐴 − 𝐴 = {0, 𝑎 − 𝑏, 𝑎 − 𝑐, 𝑏 − 𝑎, 𝑐 − 𝑎} ∪ {𝑏 − 𝑐, 𝑐 − 𝑏}， 

𝐴′ − 𝐴′ = {𝑎, 𝑏, −𝑎, −𝑏} ∪ {0, 𝑐, −𝑐, 𝑎 − 𝑏, 𝑎 − 𝑐, 𝑏 − 𝑎, 𝑐 − 𝑎} ∪ {𝑏 − 𝑐, 𝑐 − 𝑏}， 

因𝑏 ≠ 2𝑎，𝑐 ≠ 2𝑏，𝑐 ≠ 2𝑎，𝑐 ≠ 𝑎 + 𝑏， 

所以𝑎 ≠ 𝑏 − 𝑎，𝑎 ≠ 𝑐 − 𝑎，𝑏 ≠ 𝑐 − 𝑏，𝑎 ≠ 𝑐 − 𝑏， 

0b c−  ， 0b c−  ，𝑏 − 𝑐 ≠ 𝑐，𝑏 − 𝑐 ≠ −𝑐 

所以|𝐴′ − 𝐴′| − |𝐴 − 𝐴| = 6 

𝑛(𝐴′) − 𝑛(𝐴) = −2 

所以 ( ) ( )n A n A − 为定值； 

（3）  3 31,2,A a= (𝑎3 ∈ N*)， 

若𝑎3 ≥ 4, 𝑎3 ∈ N*， 

则4 < 1 + 𝑎3 < 2+ 𝑎3 < 2𝑎3， 

1 − 𝑎3 < 2 − 𝑎3 < −1 < 1 < 𝑎3 − 2 < 𝑎3 − 1, 

故𝐴3 + 𝐴3 = {2,3,4,1 + 𝑎3, 2 + 𝑎3, 2𝑎3}， 

𝐴3 − 𝐴3 = {1 − 𝑎3, 2 − 𝑎3, −1,0,1, 𝑎3 − 2, 𝑎3 − 1}， 

此时𝑏3 = 𝑛(𝐴3) = |𝐴3 + 𝐴3| − |𝐴3 − 𝐴3| = −1，不符合题意， 

故𝑎3 = 3， 

猜想𝑎𝑛 = 𝑛，下面给予证明， 

当𝑛 ≤ 3时，显然成立， 

假设当𝑛 ≤ 𝑘，𝑘 ∈ 𝑁*时，都有 ka k= 成立，即𝐴𝑘 = {1,2,3,⋅⋅⋅, 𝑘}， 
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此时𝐴𝑘 + 𝐴𝑘 = {2,3,4,⋅⋅⋅ ,2𝑘}，𝐴𝑘 − 𝐴𝑘 = {1 − 𝑘, 2 − 𝑘, 3 − 𝑘,⋅⋅⋅ ,0,1,2,⋯ , 𝑘 − 1}， 

故|𝐴𝑘 + 𝐴𝑘| = 2𝑘 − 2 + 1 = 2𝑘 − 1，|𝐴𝑘 − 𝐴𝑘| = 𝑘 − 1 − (1 − 𝑘) + 1 = 2𝑘 − 1， 

𝑏𝑘 = 𝑛(𝐴𝑘) = 0，符合题意， 

𝐴𝑘+1 = {1,2,⋅⋅⋅, 𝑘, 𝑎𝑘+1}，𝑎𝑘+1 ∈ N* 

则𝐴𝑘+1 + 𝐴𝑘+1 = {2,3,4,⋅⋅⋅ ,2𝑘} ∪ {2 + 𝑎𝑘+1, 3 + 𝑎𝑘+1,⋯ , 𝑘 + 𝑎𝑘+1}， 

𝐴𝑘+1 − 𝐴𝑘+1 = {1 − 𝑘, 2 − 𝑘, 3 − 𝑘,⋅⋅⋅ ,0,1,2,⋯ , 𝑘 − 1} ∪ {1 − 𝑎𝑘+1, 2 −

𝑎𝑘+1,⋯ ,0,1,⋯ , 𝑎𝑘+1 − 1}， 

若𝑎𝑘+1 ≥ 𝑘 + 2， 

{2,3,4,⋅⋅⋅ ,2𝑘} ∩ {2 + 𝑎𝑘+1, 3 + 𝑎𝑘+1,⋯ , 𝑘 + 𝑎𝑘+1}的元素个数小于 

{1 − 𝑘, 2 − 𝑘, 3 − 𝑘,⋅⋅⋅ ,0,1,2,⋯ , 𝑘 − 1} ∩ {1 − 𝑎𝑘+1, 2 − 𝑎𝑘+1,⋯ ,0,1,⋯ , 𝑎𝑘+1 − 1}的元素个数， 

则有𝑏𝑘+1 = 𝑛(𝐴𝑘+1) = |𝐴𝑘+1 + 𝐴𝑘+1| − |𝐴𝑘+1 − 𝐴𝑘+1| < |𝐴𝑘 + 𝐴𝑘| − |𝐴𝑘 − 𝐴𝑘| = 𝑛(𝐴𝑘) = 0， 

不符合题意，故 1 1ka k+ = + ， 

综上，对于任意的𝑛 ∈ 𝑁*，都有𝑎𝑛 = 𝑛， 

故数列{𝑎𝑛}的通项公式𝑎𝑛 = 𝑛. 

【点睛】关键点点睛：本题的核心是利用集合的新定义，列举集合中元素，注意集合的互异

性，进而得到集合的元素个数. 
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